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Einleitung
Im Jahre 1956 zeigte J.-P. Serre in seiner Arbeit „Géometrie algébrique et
géometrie analytique “, daß die Theorien der kohärenten Garben über einem
projektiven algebraischen C-Schema X und über dem zugehörigen komple-
xen Raum Xan äquivalent sind. Dieses Resultat wurde später von A. Gro-
thendieck auf den Fall kompletter Schemata ausgedehnt, vgl. auch [SGA 1].
In seinen Vorträgen im Séminaire H. Cartan wies dann A. Grothendieck auf
die Notwendigkeit hin, eine relative Theorie der Schemata über geringten
Räumen, insbesondere über komplexen Räumen, zu entwickeln. Wesentli-
che Grundlage sollte dabei der Satz von H. Grauert und R. Remmert über
projektive holomorphe Abbildungen [GR58a] sein. Eine derartige Theorie
würde dann insbesondere Anwendungen der problemloseren algebraischen
Methoden in der analytischen Geometrie ermöglichen.

Dieses Programm ist inzwischen von M. Hakim in einem allgemeineren
Rahmen zum Teil durchgeführt worden ([Hak72]). Dabei wird allerdings
ein relativ aufwendiger Begriffsapparat verwendet. Es erscheint daher insbe-
sondere im Hinblick auf die zahlreichen Anwendungen dieser Theorie (Ver-
gleichssatz für die de Rham-Kohomologie, verschiedene Modulprobleme bei
„algebraischen “ holomorphen Abbildungen, Divisorenklassengruppen ana-
lytischer Algebren [Bin75] usw.) sinnvoll, speziell für den Fall eines komple-
xen Raumes als Basisraum, einen elementareren Zugang zu diesen Ergeb-
nissen zu geben. Genau dies ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, daß analoge Untersuchungen im Falle der
nichtarchimedischen Funktionentheorie von U. Köpf in [Köp74] angestellt
wurden.

Unsere Vorgehensweise läßt sich folgendermaßen darstellen. Sei S ein
Steinscher Raum und X ein Schema lokal von endlicher Darstellung über
der zu S gehörigen Steinschen Algebra A = Γ(S, OS). Diesem Schema kann
man in natürlicher Weise einen komplexen Raum Xan über S zuordnen.
In § 1 sind die wichtigsten formalen Eigenschaften dieser Zuordnung zusam-
mengestellt: Flachheit der kanonischen Abbildung Xan → X, Verträglichkeit
mit Faserprodukten und Basiserweiterungen, Skalarrestriktion usw..

In § 2 werden algebraische und topologische Eigenschaften des Schemas
X mit denen des zugehörigen komplexen Raumes Xan verglichen. Für die
algebraischen Eigenschaften ergibt sich dabei ein Korrespondenzprinzip, das
sich etwa folgendermaßen umreißen läßt. Sei E eine „gute „Eigenschaft für
lokale noethersche Ringe, zum Beispiel Regularität, Normalität, Reduziert-
heit usw.. Dann gibt es zu jedem Steinschen Kompaktum K ⊆ S mit Schnit-
tring AK = Γ(K, OS) nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung
von K eine abgeschlossene Teilmenge T von X mit folgenden Eigenschaften:
(1) T ⊗A AK ist die Menge der Punkte x ∈ X ⊗A AK , in denen der Ring
OX die Eigenschaft E nicht hat. (2) T an ist die Menge der Punkte aus Xan,
in denen OXan die Eigenschaft E nicht hat. Ist X quasikompakt, so gilt
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darüberhinaus: Genau dann hat X ⊗A AK die Eigenschaft E, wenn dies für
den Keim von Xan bezüglich K gilt. Hierbei bezeichnet T ⊗A AK das Urbild
von T unter der Projektion X ⊗A AK → X und T an das Urbild von T unter
Xan → X. Die Notwendigkeit zur Einbeziehung Steinscher Kompakta ergibt
sich dabei aus der Tatsache, daß X i. a. kein lokal noethersches Schema ist,
während dies für X ⊗A AK aufgrund des Satzes von Frisch der Fall ist.

Speziell für X = Spec A und K = {s0} mit s0 ∈ S erhält man das
bekannte Korrespondenzprinzip in der analytischen Geometrie (siehe etwa
[Cartan 60/61]) zurück, während sich für S = SpecC die diesbezüglichen
Ergebnisse aus [SGA 1, Exp. XII] ergeben.

In § 3 vergleichen wir die Eigenschaften eines Morphismus f : X → Y von
A-Schemata endlicher Darstellung mit denen der zugehörigen holomorphen
Abbildung fan : Xan → Y an. Sei nun f eigentlich und F ein quasikohärenter
OX -Modul. In § 4 zeigen wir den Vergleichssatz ((4.2)): Die kanonischen
Homomorphismen Rpf∗(F)an → Rpfan

∗ (Fan) sind bijektiv für alle p. Hierbei
bezeichnet Fan das Urbild von F unter der Abbildung Xan → X. Unter
Heranziehung dieses Satzes geben wir dann einige einfache Fälle an, in denen
der Funktor X 7→ Xan mit der Bildung von Kokernen verträglich ist.

Alsdann beweisen wir in § 5 den Existenzsatz, den man folgendermaßen
formulieren kann (vgl. (5.3)): Ist X ein eigentliches A-Schema von endlicher
Darstellung und K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum, so ist die Kategorie der
kohärenten Modul auf X ⊗A AK äquivalent zu der Kategorie der Keime be-
züglich K von kohärenten Modul auf Xan. Aus diesem Satz ergibt sich eine
Reihe von Folgerungen, von denen nur zwei erwähnt seien. Die Picardsche
Gruppe Pic(X ⊗A AK) ist isomorph zur Gruppe der Keime bezüglich K
von Isomorphieklassen von Geradenbündeln auf Xan (vgl. (5.4)). Der Ring
der meromorphen Funktionen auf X ⊗A AK ist kanonisch isomorph zum
Ring der Keime bezüglich K von meromorphen Funktionen auf Xan ((5.8)).
Aus dem Vergleichssatz zusammen mit dem Existenzsatz folgt sofort der
obenerwähnte Satz von Grauert–Remmert über projektive holomorphe Ab-
bildungen ((5.11)).

Es seien Y ein (nicht notwendig Steinscher) komplexer Raum und S =⊕
n∈N Sn eine graduierte OY -Algebra endlichen Typs mit kohärenten homo-

genen Komponenten. Ähnlich wie in [EGA II] kann man S ein homogenes analytisches Spektrum
X = Projan S zuordnen. Mit dem Existenz- und Vergleichssatz folgt, daß
die in loc. cit. angegebene Beschreibung der kohärenten Modul auf X durch
graduierte S-Modul auch in dem hier betrachteten Fall gültig bleibt (vgl.
(5.12)).

In § 6 wenden wir den Existenzsatz an, um aus den bekannten algebrai-
schen Darstellbarkeitssätzen für den Hilbertschen und Picardschen Funktor
([Art69]) analoge Resultate im analytischen Fall abzuleiten.

Sei X wieder ein (nicht notwendig eigentliches) Schema von endlicher
Darstellung über der Steinschen Algebra A = Γ(S, OS) und K ⊆ S ein Stein-
sches Kompaktum. Im letzten Paragraphen zeigen wir, daß die Kategorie der
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étale-Überlagerungen von X ⊗A AK äquivalent ist zur Kategorie der Keime
bezüglich K von étale-Überlagerungen von Xan (Relativer Riemannscher Existenzsatz
(7.4)). Der in [SGA 1, Exp. XII] für den Spezialfall A = C hierfür angegebe-
ne Beweis, der sich wesentlich auf den Satz von Grauert–Remmert über die
Fortsetzung normaler analytischer Überlagerungen ([GR58b], vgl. auch loc.
cit.) stützt, läßt sich in die hier betrachtete allgemeine Situation übertragen.

Die Bezeichnungen übernehmen wir aus EGA; dabei brauchen Schema-
ta gemäß neuerem Sprachgebrauch nicht mehr separiert zu sein. Ist ferner
a ein Ideal der Strukturgarbe eines lokalgeringten Raumes X, so sei D(a)
das Komplement der Nullstellenmenge V (a) von a in X. Für eine Teilmenge
E von Γ(X, OX) sei analog V (E) := V (OXE) und D(E) := X \ V (E). Für
einen Modul M über dem Ring A bezeichne µM = µAM die Minimalanzahl
von Erzeugenden von M . Ist A noethersch, so sei Sing A die Singularitäten-
menge von Spec A.

Herr Prof. Dr. R. Remmert gab mir die Möglichkeit, die vorliegende
Arbeit in dieser Schriftenreihe zu veröffentlichen. Dafür sei ihm hier beson-
ders gedankt. Weiterhin möchte ich den Herren Professoren G. Scheja und
U. Storch für ihre Unterstützung meinen herzlichen Dank aussprechen. Frau
I. Plänker, Bochum, danke ich für ihre Sorgfalt bei der Anfertigung der
Druckvorlagen.

1 Der zu einem Schema gehörige komplexe Raum
Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = Γ(S, OS) die zugehörige
Steinsche Algebra. X sei ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Für
jeden (nicht notwendig separierten) komplexen Raum Z über S sei FX(Z) :=
HomA(Z, X) die Menge der A-Morphismen von lokalgeringten Räumen von
Z in X. Man hat so einen kontravarianten Funktor FX von der Kategorie
der komplexen Räume über S in die Kategorie der Mengen definiert.
(1.1) Satz. Der Funktor FX ist darstellbar, d. h. es gibt einen komplexen
Raum Xan über S und einen A-Morphismus iX : Xan → X derart, daß die
Abbildung

HomS(Z, Xan) −→ HomA(Z, X), h 7→ iX ◦ h,

für jeden komplexen Raum Z über S bijektiv ist. Für x ∈ Xan ist der zu iX

gehörige Homomorphismus

OX,iX(x) −→ OXan,x

flach und induziert einen Isomorphismus in den Komplettierungen. Xan

heißt der zu X gehörige komplexe Raum.

Beweis. Gilt der Satz für X, so auch für jedes Unterschema Y von X lo-
kal von endlicher Darstellung: Sei zunächst Y ein offenes Unterschema von
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X. Dann ist i−1
X (Y ), versehen mit der von Xan induzierten Struktur, ein

offener analytischer Unterraum von Xan. Offenbar besitzt i−1
X (Y ) die Y an

definierende universelle Eigenschaft. Die Aussage über die Ringhomomor-
phismen ist ebenfalls erfüllt. Sei nun Y ein abgeschlossener Unterraum von
X, definiert durch das endliche Ideal a von OX . Dann ist Y an der durch
das kohärente Ideal aOXan definierte abgeschlossene analytische Unterraum
von Xan. Da Komplettierung und Restklassenbildung bei noetherschen Rin-
gen miteinander verträglich sind, ergibt sich die Aussage über die zu iY

gehörigen Ringhomomorphismen unmittelbar aus der entsprechenden Aus-
sage über iX . Aus diesen beiden Spezialfällen folgt sofort der allgemeine Fall
eines beliebigen Unterschemas von endlicher Darstellung.

Der Satz gilt, falls X = Spec B affin ist. Nach dem Bewiesenen genügt
es, den Fall eines Polynomringes B = A[t1, . . . , tn] zu betrachten. Zu dem
kanonischen A-Algebrahomomorphismus A[t1, . . . , tn] −→ Γ(S×Cn, OS×Cn)
gehört nach [EGA I, ERRATA ET APPENDA, 1.8.1] ein Morphismus von
lokalgeringten Räumen S × Cn −→ Spec A[t1, . . . , tn], der das Diagramm

S × Cn S

X = Spec A[t1, . . . , tn] Spec A

i iS

kommutativ macht. Das Paar (S×Cn, i) besitzt die Xan definierende univer-
selle Eigenschaft. Zu zeigen bleibt die Aussage über iX . Sei (s, a1, . . . , an) ∈
S × Cn, m(s) das zu s gehörige maximale Ideal von A sowie M das von
m(s) und ti − ai, 1 ≤ i ≤ n, in A[t1, . . . , tn] erzeugte maximale Ideal. Es
ist iX(s, a1, . . . , an) = M. Bekanntlich ist Am(s) noethersch und der kanoni-
sche Homomorphismus Am(s) → OS,s induziert einen Isomorphismus in den
Komplettierungen. Wegen

A[t1, . . . , tn]M = Am(s)[t1, . . . , tn](m(s), t1−a1,...,tn−an)

und
(OS×Cn,(s,a1,...,an))∧ = ÔS,s[[t1 − a1, . . . , tn − an]]]

gilt die entsprechende Aussage auch für die Erweiterung

A[t1, . . . , tn]M −→ OS×Cn,(s,a1,...,an).

Der allgemeine Fall läßt sich nun auf die behandelten Spezialfälle zurück-
führen: Sei (Xi)i∈I eine offen-affine Überdeckung von X. Nach dem ersten
Teil des Beweises lassen sich die Xan

i , i ∈ I, zu einem komplexen Raum Xan

über S zusammenkleben, der die geforderten Eigenschaften hat.

Die Zuordnung X 7→ Xan ist funktoriell: Zu einem A-Morphismus f : X →
Y gehört eine holomorphe S-Abbildung Xan → Y an, die wir mit fan bezeich-
nen.
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Der Funktor X 7→ Xan kommutiert mit Faserprodukten: Sind X, Y und
Z drei A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und X → Z, Y → Z
A-Morphismen, so ist

(X ×Z Y )an = Xan ×Zan Y an.

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß X ×Z Y ein Produkt von X
und Y in der Kategorie der geringten Räume mit lokalen Ringen über Z ist,
vgl. [EGA I, ERRATA ET APPENDA, 3.2.9].

Für einen OX -Modul F setzen wir Fan := i∗
X(F). Wegen (1.1) ist F 7→

Fan ein exakter Funktor.
Wir führen noch folgende Abkürzungen ein: Ist M eine beliebige Teil-

menge von S, so sei AM := Γ(M, OS). Für einen komplexen Raum Z über S
mit Strukturmorphismus f : Z → S bezeichne Z|M den C-geringten Raum
(f−1(M), OZ |f−1(M)). Ist M offen, so ist Z|M wieder ein komplexer Raum.
Für eine beliebige Teilmenge T von Z (bzw. einen OZ-Modul F) sei ebenso
T |M := T ∩ f−1(M) (bzw. F|M := F|f−1(M)).
(1.2). Basiserweiterung. Sei S′ → S eine holomorphe Abbildung Steinscher
Räume und A′ := Γ(S′, OS′). Für jedes A-Schema X lokal von endlicher
Darstellung ist dann

(X ⊗A A′)an = Xan ×S S′.

Speziell gilt für einen offenen Steinschen Unterraum U ⊆ S

(X ⊗A AU )an = Xan|U .

Beweis. Es gibt einen natürlichen A′-Morphismus i : Xan ×S S′ → X ⊗A A′.
Man prüft leicht, daß das Paar (Xan ×S S′, i) die (X ⊗A A′)an definierende
universelle Eigenschaft besitzt.

(1.3). Skalarrestriktion. Es sei S′ → S eine holomorphe Abbildung Stein-
scher Räume, A′ := Γ(S′, OS′) und X ′ ein A′-Schema lokal von endlicher
Darstellung. X ′, aufgefaßt als A-Schema, werde mit X bezeichnet. Ist dann
X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung und ist dim S′ < ∞, so gilt
Xan = X ′an.

Beweis. Sei f ′ : X ′ → Spec A′ der Strukturmorphismus. Zu f ′ ◦ iX : Xan →
Spec A′ gehört wegen dim S′ < ∞ eine holomorphe S-Abbildung φ : Xan →
S′, vgl. [For67, § 1]. Sei Z

g−→ S′ ein komplexer Raum über S′ und Φ: Z → X ′
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ein A′-Morphismus.

S

Xan S′

Z Spec A

X ′ Spec A′

iX

φ

iS′

Φ

h g

f ′

Es gibt eine holomorphe S-Abbildung h : Z → Xan mit Φ = iX ◦ h. Aus

iS′ ◦ φ ◦ h = f ′ ◦ iX ◦ h = f ′ ◦ Φ = iS′ ◦ g

folgt φ ◦ h = g. Daher ist h ein S′-Morphismus. Die Eindeutigkeit von h ist
trivial.

Wir notieren die folgende für Reduktionen nützliche Variante von (1.2):
(1.4). f : X → Y sei ein Morphismus von A-Schemata lokal von endlicher
Darstellung. Dabei sei Y = Spec B affin. Sei C := Γ(Y an, OY an) die zu
Y an gehörige Steinsche Algebra. Dann ist X ⊗B C ein C-Schema lokal von
endlicher Darstellung und es gilt

(X ⊗B C)an = Xan

als komplexe Räume über Y an.
Der Beweis ergibt sich leicht aus dem oben bereits verwendeten Satz von

Igusa–Forster ([For67, § 1]), wenn man noch beachtet, daß B dicht in C
liegt.

2 Korrespondenz algebraischer und topologischer
Eigenschaften

Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus § 1 bei. Sei K ⊆ S
ein Steinsches Kompaktum, das ist eine semianalytische kompakte Teil-
menge von S, die eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen be-
sitzt. Der Ring AK = Γ(K, OS) ist dann noethersch ([Fri67]), ausgezeichnet
([Bin76, § 1]) und Restklassenring eines regulären Ringes. Letzteres folgt
aus
(2.1) Lemma. Seien Z ein Steinscher Raum, Y ein abgeschlossener Un-
terraum von Z und K ein Steinsches Kompaktum in Y . Dann ist K auch
ein Steinsches Kompaktum in Z.
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Beweis. Sei W eine offene Umgebung von K in Z. Wir wählen eine Y -offene
Steinsche Menge V mit K ⊆ V ⋐ W . Nach einem (bisher unveröffentlichten)
Satz von A. Douady gibt es eine in Z offene Steinsche Menge U mit U ∩
Y = V . Gemäß [Kau66] besitzt der abgeschlossene Unterraum U ∩ Y von
U eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen. Daher findet man
eine offene Steinsche Menge D in U mit U ∩ Y ⊆ D ⊆ U ∩ W . Hieraus folgt
die Behauptung.

Wir benötigen zunächst:
(2.2). Seien K ⊆ L zwei Steinsche Kompakta in S und X ein A-Schema
lokal von endlicher Darstellung. Dann ist der kanonische Morphismus

X ⊗A AK
iL,K−−−→ X ⊗A AL

regulär.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Spec AK → Spec AL regulär ist. Sei da-
zu p ⊆ AK ein Primideal und q := p ∩ AL. Wir haben zu zeigen, daß
(AK)p/q(AK)p (geometrisch) regulär ist. Dazu dürfen wir annehmen, daß
q = 0 gilt. Sei a ⊆ OS ein kohärentes Ideal, dessen Nullstellenmenge mit
der Singularitätenmenge von S übereinstimmt und a := Γ(L, a). Dann gilt
bekanntlich V (a) = Sing AL und V (aAK) = Sing AK . Da AL ein Integri-
tätsring ist, ist a verschieden vom Nullideal. Folglich ist aAK ̸⊆ p, d. h.
(AK)p ist regulär.

Daß iL,K regulär ist, ergibt sich nun beispielsweise aus [EGA IV2, (6.8.3)].

Sei F ein OX -Modul. Ist M ⊆ S, so bezeichne F ⊗A AM das Urbild von
F unter der Projektion X ⊗A AM → X. Für eine beliebige Teilmenge T von
X sei T ⊗A AM das Urbild von T in X ⊗A AM sowie T an := i−1

X (T ) ⊆ Xan.
Mit diesen Notationen gilt
(2.3). Sei F ein endlicher quasikohärenter OX -Modul und E eine der folgen-
den Eigenschaften für endliche Moduln über lokalen noetherschen Ringen:

(1) Trivialität (d. h. Nullsein) bzw. Freiheit.

(2) µ ≤ n bzw. dim. proj ≤ n....

(3) torsionslos bzw. reflexiv zu sein.

(4) (Sn).

(5) coprof ≤ n bzw. CM-Modul.
Seien K ⊆ L zwei Steinsche Kompakta. Es sei TK die Menge der Punkte
x ∈ X ⊗A AK , für die der OX -Modul (F ⊗A AK)x die Eigenschaft E nicht
hat, und analog TL. Dann ist TL abgeschlossen und es gilt

TK = i−1
L,K(TL).
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Beweis. Daß die Mengen TL für die unter (1) bis (3) aufgezählten Eigen-
schaften abgeschlossen sind, ist klar. Für die Eigenschaften aus (4) und (5)
ergibt sich die Abgeschlossenheit daraus, daß X ⊗A AL lokal in ein regu-
läres Schema einbettbar ist, vgl. [EGA IV2, (6.11.2)]. Die Beziehung TK =
i−1
L,K(TL) resultiert wegen (2.2) aus den folgenden Aussagen: Sei B → C ein

lokaler Homomorphismus lokaler noetherscher Ringe derart, daß der zuge-
hörige Morphismus Spec C → Spec B regulär ist, und N ein endlicher B-
Modul. Genau dann ist N Null bzw. frei, wenn dies für den C-Modul N ⊗B C
gilt. Es ist µBN = µCN ⊗B C und dim. projB N = dim. projC N ⊗B C. Ge-
nau dann ist N torsionslos bzw. reflexiv, wenn dies für N ⊗B C gilt. N genügt
der Bedingung (Sn) dann und nur dann, wenn dies für N ⊗B C gilt ([EGA
IV2, (6.4.2)]). Es ist coprofB N = coprofC N ⊗B C ([EGA IV2, (6.3.2)]).

Wichtiger sind die folgenden, nur für Ringe definierten Eigenschaften.
(2.4). Sei a ⊆ OX ein endliches Ideal und E eine der folgenden Eigenschaf-
ten für lokale noethersche Ringe bzw. für ein Ideal in einem solchen Ring.

(1) (Rn).

(2) Regularität bzw. Normalität bzw. Reduziertheit.

(3) Vollständiger Durchschnitt bzw. Gorensteinring.

(4) ht ≥ n.

Sei TK die Menge der Punkte x ∈ X ⊗A AK , für die Ox bzw. (a ⊗A AK)x

die Eigenschaft E nicht hat, und analog TL. Dann ist TL abgeschlossen und
es ist

TK = i−1
L,K(TL).

Der Beweis von (2.4) verläuft analog zu dem Beweis von (2.3). Die Ab-
geschlossenheit von TL folgt hier für die unter (1) und (2) angegebenen
Eigenschaften aus der Tatsache, daß X ⊗A AL ein ausgezeichnetes Schema
ist, vgl. [EGA IV2, (7.8.3)].

Für die Eigenschaften aus (3) genügt es, folgendes zu zeigen. Sei B → C
ein flacher Homomorphismus regulärer Ringe, b ⊆ B ein Ideal, r ⊆ C ein bC
umfassendes Primideal und q := r ∩ B. Genau dann ist (B/b)q ein vollstän-
diger Durchschnitt bzw. Gorensteinring, wenn dies für (C/bC)r gilt. Ferner
ist die Menge der Primideale q, für die (B/b)q ein vollständiger Durchschnitt
bzw. Gorensteinring ist, offen in Spec B/b.

Dies resultiert unmittelbar aus den folgenden Tatsachen. (B/b)q ist voll-
ständiger Durchschnitt genau dann, wenn bq von einer Primfolge erzeugt
werden kann. Genau dann ist (B/b)q Gorensteinsch, wenn Exts

B(B/b, B)q
als (B/b)q-Modul frei (vom Rang 1) ist. Hierbei ist s die Höhe von bq.

Zur späteren Verwendung zeigen wir
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(2.5). Es sei K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum. Ist dann X quasikompakt
und T ⊆ X konstruierbar, so sind äquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K mit T an|U = ∅.

(b) T ⊗A AK = ∅.

Beweis. Mit f : X → Spec A werde der Strukturmorphismus bezeichnet.
Wir wollen uns zunächst überlegen, daß es genügt, den Fall X = Spec A zu
betrachten. Jedenfalls dürfen wir annehmen, daß T = X affin ist. Es gilt

fan(Xan) = f(X)an sowie f ⊗ AK(X ⊗ AK) = f(X) ⊗ AK .

Daher ist (a) gleichwertig damit, daß man S als Umgebung von K derart
wählen kann, daß f(X)an = ∅ ist (vgl. auch (1.2)), während (b) bedeutet,
daß f(X) ⊗ AK = ∅ ist. Da f(X) nach dem Konstruierbarkeitssatz von
Chevalley ([EGA IV1, (1.8.4)]) überdies eine konstruierbare Teilmenge von
Spec A ist, ist die gewünschte Reduktion gezeigt.

Sei nun X = Spec A. Es gibt endlich erzeugte Ideale ai, bi ⊆ A, 1 ≤ i ≤ n,
mit

T =
n⋃

i=1
V (ai) ∩ D(bi).

Ohne Einschränkung sei n = 1. Bedingung (b) ist dann äquivalent dazu,
daß b1AK ⊆

√
a1AK ist. Hingegen besagt (a), daß es eine Umgebung U von

K mit V (a1OU ) ∩ D(b1OU ) = ∅ gilt. Die Gleichwertigkeit von (a) und (b)
folgt nun aus dem Nullstellensatz.

(2.6) Definition. Sei F ein endlicher quasikohärenter OX-Modul. Eine
Eigenschaft E, die für endliche Modul über lokalen noetherschen Ringen de-
finiert ist, heißt korrespondierend für F , wenn gilt: Ist K ⊆ S ein Steinsches
Kompaktum, so gibt es nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung
von K eine abgeschlossene konstruierbare Menge T ⊆ X mit folgenden Ei-
genschaften:

(1) T ⊗A AK ist die Menge der Punkte x aus X ⊗A AK , in denen (F ⊗A

AK)x die Eigenschaft E nicht hat.

(2) T an ist die Menge der Punkte aus Xan, in denen Fan die Eigenschaft
E nicht hat.

Ist E eine Eigenschaft lokaler noetherscher Ringe, so definiert man analog,
wann E korrespondierend für OX heißen soll.

Man beachte, daß T (nach eventueller Verkleinerung von S) durch T ⊗A

AK eindeutig bestimmt ist, falls X quasikompakt ist, vgl. [EGA IV3, (8.3.11)].
Betrachten wir noch den Spezialfall X = Spec A. Die Vorgabe von F

ist dann im wesentlichen äquivalent mit der Vorgabe eines kohärenten OS-
Moduls, den wir wieder mit F bezeichnen wollen. E ist korrespondierend
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für F genau dann, wenn es zu jedem Steinschen Kompaktum K ⊆ S nach
eventueller Verkleinerung von S ein endliches Ideal I ⊆ OX mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(1) V (Γ(K, I)) ist die Menge der Primideale q ⊆ AK , für die der (AK)q-
Modul Γ(K, F)q die Eigenschaft E nicht hat.

(2) V (I) ist die Menge der Punkte s ∈ S, für die Fs die Eigenschaft E
nicht hat.

(2.7). Korrespondenz algebraischer Eigenschaften. X sei ein A-Schema lo-
kal von endlicher Darstellung, F ein endlicher quasikohärenter OX -Modul
und a ⊆ OX ein endliches Ideal. Sei E eine der in (2.3) und (2.4) betrachteten
Eigenschaften für Ringe bzw. Modul bzw. Ideale. Dann ist E korrespondie-
rend. Ist X außerdem quasikompakt, so sind für jedes Steinsche Kompaktum
K ⊆ S äquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, daß Xan|U bzw. Fan|U
bzw. aan|U die Eigenschaft E hat.

(b) X ⊗A AK bzw. F ⊗A AK bzw. a ⊗A AK hat E.

Beweis. Es sei L ⊆ S ein Steinsches Kompaktum mit K ⊆ L̊ sowie U
eine offene Steinsche Umgebung von K mit K ⊆ U ⊆ L̊. Die Mengen TL

und TK seien wie in (2.3) und (2.4) definiert. T := TL ⊗AL
AU ist eine

abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von X ⊗A AU mit T ⊗A AK = TK ,
vgl. (2.3) und (2.4). Sei i : Xan|L → X ⊗A AL der kanonische Morphismus.
Dann ist i−1(TL) die Menge der Punkte x ∈ Xan|L, für die OXan,x bzw. Fan

x

bzw. aan
x die Eigenschaft E nicht hat. Wir ersetzen nun S durch U . Dann hat

T die in (2.6) angegebenen Eigenschaften. Folglich ist E korrespondierend.
Schließlich ergibt sich die Gleichwertigkeit von (a) und (b) aus (2.5).

Wir wollen nun die Dimension eines A-Schemas mit der des assoziierten
komplexen Raumes vergleichen.
(2.8) Aussage. Seien X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstel-
lung und K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum. Dann gibt es (nach Schrump-
fung von S) abgeschlossene konstruierbare Teilmengen Tn von X mit:

(1) Es ist T an
n die Menge der Punkte x ∈ Xan, für die dim OXan,x ≥ n gilt.

(2) Tn ⊗A AK ist die Vereinigung der irreduziblen Komponenten von X ⊗A

AK , deren Dimension ≥ n ist.

Ferner gilt für jede hinreichend kleine Umgebung U von K

dim X ⊗A AK = dim Xan|U .
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Beweis. Wir zeigen als erstes, daß für jedes (nicht notwendig eigentliche)
A-Schema X von endlicher Darstellung und jede Umgebung U von K die
Ungleichung dim X⊗AK ≤ dim Xan|U gilt. Dazu darf man X als affin anneh-
men. Sei k := dim X ⊗AK . Es gibt nach Verkleinerung von S konstruierbare
Teilmengen Xi ⊆ Xi+1 von X derart, daß

X0 ⊗ AK < X1 ⊗ AK < · · · < Xk ⊗ AK

eine Kette von irreduziblen Mengen ist. Nach (7.1) findet man eine Um-
gebungsbasis (Uλ) von K derart, daß die Xan

i |Uλ
sämtlich irreduzibel sind.

Zusammen mit (2.5) zeigt dies die Gültigkeit der obigen Ungleichung.
Sei nun X eigentlich über A. Dann gibt es eine Umgebung U von K

mit dim Xan|U = dim Xan|K =: l, vgl. (3.1). Mithin existiert ein Punkt
x ∈ Xan|K mit l = dim OXan,x ≤ dim X ⊗ AK . Folglich gilt dim X ⊗ AK =
dim Xan|U für hinreichend kleines U . Ist S klein genug, so gibt es abgeschlos-
sene konstruierbare Mengen Xi ⊆ X, 1 ≤ i ≤ m, sowie eine Umgebungsbasis
(Uλ) von K dergestalt, daß die Xi⊗AK (bzw. Xan

i |Uλ
) genau die irreduziblen

Komponenten von X ⊗ AK (bzw. Xan|Uλ
) sind, vgl. (7.2). Wir dürfen an-

nehmen, daß S unter den Uλ vorkommt und daß dim Xi ⊗AK = dim Xan
i |Uλ

ist für alle i. Man braucht dann nur noch Tn als die Vereinigung über alle
Xi mit dim Xi ⊗ AK ≥ n zu wählen.

Ohne Endlichkeitsvoraussetzung verliert (2.8) seine Gültigkeit, wie das
folgende triviale Beispiel zeigt: S := C mit Koordinate z, X := Spec Az

und K := {0}. Dann ist dim X ⊗A AK = 0, aber dim Xan|U = 1 für jede
Umgebung U von 0.

Wenden wir uns nun den topologischen Eigenschaften zu.
(2.9). Es sei X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Für jede
lokal konstruierbare Teilmenge T von X gilt dann

T
an = T an.

Beweis. Man darf annehmen, daß X affin ist. Sei U ⊆ S ein relativkompak-
ter offener Steinscher Unterraum. Da die Ringerweiterung A → AU flach ist,
gilt für die Projektion p : X ⊗A AU → X dann p−1(T ) = p−1(T ) = T ⊗A AU ,
vgl. [EGA IV2, (2.3.10)]. Zusammen mit (1.2) zeigt dies, daß die Behaup-
tung lokal bezüglich S ist. Mit den Resultaten aus [EGA IV3, Chapitre 8]
kann man sich nun auf den Fall beschränken, daß T offen und dicht in X ist.
Wir setzen H := X \ T . Für jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S gilt dann
codim(H ⊗A AK , X ⊗A AK) ≥ 1. Hieraus folgt codim(Han, Xan) ≥ 1 nach
(2.7). Daher ist Han nirgends dicht in Xan und folglich T an = Xan \ Han,
wie behauptet, dicht in Xan.

Aus (2.9) zusammen mit (2.5) folgt beispielsweise:
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(2.10). X sei ein quasikompaktes A-Schema lokal von endlicher Darstellung
und T eine konstruierbare Teilmenge von X. Für jedes Steinsche Kompak-
tum K ⊆ S sind dann äquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, daß T an|U dicht (bzw.
abgeschlossen bzw. offen) in Xan|U ist.

(b) T ⊗A AK ist dicht (bzw. abgeschlossen bzw. offen) in X ⊗A AK .

Wie die irreduziblen Komponenten (bzw. Zusammenhangskomponenten)
eines A-Schemas mit denen des zugehörigen komplexen Raumes zusammen-
hängen, zeigen wir in § 7.

3 Korrespondenz bei Morphismen
Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien weiter wie in § 1. Wir wollen
die Eigenschaften eines Morphismus von A-Schemata mit denen der zuge-
hörigen holomorphen Abbildung vergleichen.
(3.1) Satz (Korrespondenz bei Morphismen). X und Y seien quasikom-
pakte A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und f : X → Y ein A-
Morphismus von endlicher Darstellung. Sei P die Eigenschaft

(1) flach (bzw. unverzweigt bzw. étale bzw. glatt)

(2) surjektiv (bzw. universell injektiv)

(3) Isomorphismus (bzw. offene Einbettung bzw. abgeschlossene Einbettung
bzw. Einbettung)

(4) separiert (bzw. Monomorphismus)

(5) eigentlich (bzw. endlich)

(6) dominant

zu sein. Für jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S sind dann äquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, daß fan|U : Xan|U →
Y an|U die Eigenschaft P hat.

(b) f ⊗A AK : X ⊗A AK → Y ⊗A AK hat die Eigenschaft P .

Beweis. Sei L ein Steinsches Kompaktum mit K ⊆ L̊. Es seien

i : Xan|L → X ⊗ AL, j : Y an|L → Y ⊗ AL

und
iL,K : X ⊗ AK → X ⊗ AL, jL,K : Y ⊗ AK → Y ⊗ AL
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die kanonischen Morphismen. Zum Nachweis der Äquivalenz von (a) und
(b) dürfen wir annehmen, daß Y affin ist.

Sei P zunächst eine der in (1) angegebenen Eigenschaften und TL die
Menge aller Punkte aus X⊗AL, in denen f ⊗AL die Eigenschaft P nicht hat,
und analog TK . Gemäß [EGA IV3, (11.1.1), (12.1.7)] ist TL abgeschlossen
in X ⊗ AL. Es ist i−1(TL) die Menge der Punkte aus Xan|L, in denen fan

die Eigenschaft P nicht hat. Ferner gilt i−1
L,K(TL) = TK , vgl. [EGA IV4,

(17.7.1)]. Die Gleichwertigkeit von (a) und (b) ergibt sich nun aus (2.5).
Analog verfährt man bei der Eigenschaft „Surjektivität“.
Sei nun P die Eigenschaft, universell injektiv zu sein. Eine Abbildung von

Schemata ist genau dann universell injektiv, wenn sie radiziell ist, während
für Abbildungen komplexer Räume die Begriffe „universell injektiv“ und
„injektiv“ zusammenfallen. Mit TL werde die Menge aller Punkte y ∈ Y ⊗AL

bezeichnet, deren Faser (X ⊗AL)y nicht radiziell über dem Restekörper κ(y)
ist, und analog TK . Nach [EGA IV3, (9.6.1)] ist TL konstruierbar in Y ⊗AL.
Etwa unter Verwendung von (1.3) sieht man, daß j−1(TL) genau aus den
Punkten y ∈ Y an|L besteht, deren Faser Xan

y mindestens zweipunktig ist.
Ferner ist j−1

L,K(TL) = TK wegen [EGA I, (3.5.7)] und [EGA IV2, (2.6.1)].
Die Äquivalenz von (a) und (b) ergibt sich nun wieder aus (2.5).

Ein Morphismus von Schemata ist genau dann eine offene Einbettung,
wenn er étale und radiziell ist ([EGA IV4, (17.9.1)]). Ferner ist eine Ab-
bildung von Schemata bzw. von komplexen Räumen genau dann ein Mo-
nomorphismus, wenn die zugehörige Diagonalabbildung ein Isomorphismus
ist. Hieraus ergibt sich zusammen mit dem oben Bewiesenen die Äquivalenz
von (a) und (b) für die Eigenschaften „offene Einbettung“, „Isomorphismus“
und „Monomorphismus“.

Nach dem Konstruierbarkeitssatz von Chevalley ist T := f(X) eine kon-
struierbare Menge in Y . Es ist T an|U = fan|U (Xan|U ) sowie T ⊗ AK =
f ⊗AK(X ⊗AK). Aus (2.10) folgt jetzt die Gleichwertigkeit von (a) und (b)
für die Eigenschaft dominant zu sein.

Eine Abbildung von Schemata bzw. komplexen Räumen ist genau dann
separiert, wenn die zugehörige Diagonalabbildung ein abgeschlossenes Bild
hat. Die Äquivalenz von (a) und (b) für die Eigenschaft separiert zu sein,
ergibt sich daher gleichfalls aus (2.10).

Sei f eigentlich. Mit dem Lemma von Chow ([EGA IV3, (8.10.5)]) folgt,
daß dann auch fan eigentlich ist. Ist f sogar endlich, so ist fan als eigentli-
che Abbildung mit endlichen Fasern ebenfalls endlich. Zusammen mit [EGA
IV3, (8.10.5)] ergibt sich hieraus die Implikation (b) =⇒ (a) für diese Ei-
genschaften. Umgekehrt werde vorausgesetzt, daß fan|U eigentlich ist. Ohne
Einschränkung sei U = S. Jedenfalls ist f ⊗ AK separiert. Um zu zeigen,
daß f ⊗ AK eigentlich ist, genügt es nachzuweisen, daß die Abbildungen

(X × An
C) ⊗ AK −→ (Y × An

C) ⊗ AK , n ∈ N,

abgeschlossen sind (Hierbei bezeichnet An
C den n-dimensionalen affinen Raum).
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Dies folgt aber aus (2.10) unter Beachtung von [EGA IV3, (8.3.11)]. Sei nun
fan|U endlich. Dann ist f ⊗ AK nach dem Bewiesenen eigentlich. Unter Ver-
wendung des Halbstetigkeitssatzes von Chevalley ([EGA IV3, (13.3.1)]) zeigt
man, daß f ⊗ AK auch endliche Fasern hat. Daher ist f ⊗ AK endlich.

Aus der Konstruktion von Xan folgt: Mit f ist auch fan eine Einbet-
tung (bzw. abgeschlossene Einbettung). Dies zeigt zusammen mit [EGA
IV3, (8.10.5)], die Gültigkeit der Implikation (b) =⇒ (a) für diese Eigen-
schaften. Umgekehrt werde angenommen, daß fan|U eine Einbettung (bzw.
abgeschlossene Einbettung) ist. Ohne Einschränkung sei U = S. Nach even-
tueller Verkleinerung von S als Umgebung von K dürfen wir annehmen,
daß das abgeschlossene Bild Z := f(X) von X unter f ([EGA I, (9.5.3)])
existiert und von endlicher Darstellung über A ist. Aus der kanonischen
Faktorisierung

X
g−−→ Z −→ Y

von f leitet sich eine entsprechende Faktorisierung von fan ab. Wegen gan(Xan) =
g(X)an folgt aus (2.9), daß gan(Xan) dicht in Zan liegt. Nach Voraussetzung
ist gan(Xan) = fan(Xan) lokal abgeschlossen in Y an. Daher ist g(X)an offen
in Zan. Wegen (2.10) ist dann g(X) offen in Z, falls S klein genug ist. Wir
betrachten die kanonische Faktorisierung

X
h−−→ g(X) −→ Z

von g. Es ist han ein eigentlicher Monomorphismus. Daher ist auch h ⊗ AK

ein eigentlicher Monomorphismus, also eine abgeschlossene Einbettung. Ins-
gesamt ist f ⊗ AK eine Einbettung. War fan sogar eine abgeschlossene Ein-
bettung, so hat f ⊗ AK auch ein abgeschlossenes Bild, ist also eine abge-
schlossene Einbettung.

Bemerkungen. (1) Aus (3.1) folgt noch, daß mit f auch fan die Eigen-
schaft P hat. Hierbei brauchen X und Y weder quasikompakt noch f von
endlicher Darstellung zu sein, falls P eine der Eigenschaften aus (1) bis (5)
ist.

(2) Ist f : X → Y ein lokal projektiver A-Morphismus von endlicher
Darstellung, so ist auch fan lokal projektiv. Umgekehrt gilt: Ist f : X →
Spec A von endlicher Darstellung und ist fan lokal projektiv, so sind die
Morphismen f ⊗A Os projektiv für alle s ∈ S. Dies folgt leicht mit (1.2),
(5.5) und (5.6).

4 Vergleich der Bildgarben. Anwendung auf Grup-
poide

Sei Z ein Schema (bzw. ein komplexer Raum). Mit Coh(Z) werde dann die
Kategorie der quasikohärenten OZ-Modul von endlicher Darstellung (bzw.
kohärenten OZ-Modul) bezeichnet.
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Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = Γ(S, OS) die Algebra
der globalen Schnitte von S. Seien X und Y A-Schemata lokal von endlicher
Darstellung und f : X → Y ein A-Morphismus. Für jeden OX -Modul F und
jedes p ∈ N hat man dann einen kanonischen OY an-Homomorphismus

(4.1) Rpf∗(F)an −→ Rpfan
∗ (Fan).

(4.2) Theorem (Vergleichssatz). Ist f eigentlich und F ein quasikohären-
ter OX-Modul, so sind die Homomorphismen (4.1) bijektiv.

Beweis. Offenbar ist die Behauptung lokal bezüglich Y . Daher dürfen wir
annehmen, daß Y = Spec B affin ist. Dann ist F der direkte Limes seiner
endlichen quasikohärenten Untermodul. Es genügt daher, (4.2) für einen
endlichen Modul F zu zeigen. Weil die Behauptung natürlich auch lokal
bezüglich S ist, kann man sogar von vornherein voraussetzen, daß F ein
Modul von endlicher Darstellung ist. Dies folgt leicht unter Verwendung
Steinscher Kompakta.

Wir wollen uns nun überlegen, daß es genügt, den Fall Y = Spec A zu
betrachten. Nehmen wir also an, daß der Satz für diesen Spezialfall bereits
bewiesen ist. Es seien C := Γ(Y an, OY an) die zu Y an gehörige Steinsche
Algebra, K ⊆ Y an ein Steinsches Kompaktum sowie CK := Γ(K, OY an).
Die Homomorphismen C → CK und B → CK sind flach und es ist Xan =
(X ⊗B C)an nach (1.4). Aufgrund unserer Annahme ist

Rp(f ⊗B C)∗(F ⊗B C)an = Rp(f ⊗B C)an
∗ ((F ⊗B C)an).

Daher gilt

j∗
(

Rp(f ⊗B C)∗((F ⊗B C) ⊗C CK)
)

= Rpfan
∗ (Fan)|K .

Hierbei bezeichnet j : K → Spec CK den kanonischen Morphismus. Es ist
ferner

Rpf∗(F) ⊗B CK = Rp(f ⊗B CK)∗(F ⊗B CK)
= Rp(f ⊗B C)∗(F ⊗B C) ⊗C CK .

Folglich gilt

Rpf∗(F)an|K = j∗(Rpf∗(F) ⊗B CK

)
= Rpfan

∗ (Fan)|K .

Da K beliebig war, folgt die Behauptung.
Als nächstes betrachten wir den Fall, daß X ein abgeschlossenes Unter-

schema von Pr
A = Proj A[t0, . . . , tr] ist. Offenbar darf man annehmen, daß

X = Pr
A ist. Wir zeigen zunächst:
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(4.3) Hilfssatz. Ist Z ein Steinscher Raum, so gilt

Γ(Z × Pr, OZ×Pr ) = Γ(Z, OZ) und Hp(Z × Pr, OZ×Pr ) = 0 für p > 0.

Beweis von (4.3). Sei Ui = D+(ti) das Komplement der durch ti definierten
Hyperfläche im komplex-projektiven Raum Pr, 0 ≤ i ≤ r. Dann ist U = (Ui)
eine Steinsche Überdeckung von Pr. Wir überlegen uns zunächst, daß in dem
augmentierten Čechkomplex

0 −→ C −→ C0(U , OPr ) −→ C1(U , OPr ) −→ · · ·

die Identität nullhomotop ist.
Es sei π : Cr+1 \{0} → Pr die natürliche Projektion und Vi := π−1(Ui) =

D(ti). Vermittels π läßt sich Γ(Ui0...ip , OPr ) mit der Menge derjenigen Funk-
tionen aus Γ(Vi0...ip , OCr+1) identifizieren, die auf den Fasern von π konstant
sind. Seien Λ die Menge aller (r+1)-Tupel λ = (λ0, . . . , λr) mit λi = ±1, δ

(1)
i

und δ
(−1)
i Zahlen mit 0 < δ

(−1)
i < δ

(1)
i und K

(±1)
i der orientierte Rand des

Kreises um Null in C mit Radius δ
(±1)
i . Jede in C∗ r+1 holomorphe Funktion

h gestattet dann die Darstellung

h =
∑

M⊆{0,...,r}
CM (h).

Hierbei ist CM (h) die durch

CM (h)(t) :=
∑
λ∈Λ

M={i:λi=−1}

λ0 · · · λr

( 1
2πi

)r+1 ∫
K

(λ0)
0

· · ·
∫

K
(λr)
r

h(z)
(z0 − t0) · · · (zr − tr)dzr · · · dz0

für δ
(−1)
i < |ti| < δ

(1)
i auf C∗ r+1 definierte holomorphe Funktion. Wir no-

tieren einige Eigenschaften von CM (vgl. hierzu auch [Abh01, S. 48 ff], und
[Sch61]):

(a) Mit h ist auch CM (h) in Vi0...ip holomorph.

(b) Mit h ist auch CM (h) auf den Fasern von π konstant. Ferner ist in
diesem Falle CM (h) = 0 für M = {0, . . . , r}.

(c) Ist h in Vii0...ip holomorph und i /∈ M , so ist CM (h) in Vi0...ip holo-
morph.

Sei nun f = (fi0...ip) ∈ Cp(U , OPr ). Zu jeder echten Teilmenge M von
{0, . . . , r} fixieren wir einen Index i ∈ {0, . . . , r} \ M . Sodann setzen wir

Φp
M (f)i0...ip−1 := CM (fii0...ip−1) fürp > 0

und
Φ0

M (f) := CM (fi) ∈ C.
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Man prüft sofort nach, daß durch Φp := ∑
M Φp

M eine stetige Homotopieab-
bildung der oben gesuchten Art definiert wird.

Im allgemeinen Fall ist W = (Z × Ui) eine Steinsche Überdeckung von
Z × Pr. Wegen C•(W, OZ×Pr ) = C•(U , OPr )⊗̂CΓ(Z, OZ) ist auch in dem
augmentierten Komplex

0 −→ Γ(Z, OZ) −→ C•(W, OZ×Pr )

die Identität nullhomotop. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von
Leray.

Wir fahren im Beweis von (4.2) fort. Nach (4.3) ist fan
∗ (OXan) = OS sowie

Rpfan
∗ (OXan) = 0 für p > 0. Gemäß [EGA III1, (2.1)], gilt eine entsprechende

Aussage auch für f . Dies beweist (4.2) für F = OX . Durch Induktion nach r
zeigen wir nun, daß (4.2) auch für F = OX(n) gilt. Der Fall r = 0 ist trivial.
Sei r > 0 und a = (A[t0, . . . , tr] · tr)∼ das durch tr definierte OX -Ideal. Dann
ist a isomorph zu OX(−1) und das durch a definierte Unterschema E ist
isomorph zu Pr−1

A . Aus der exakten Sequenz

0 −→ a −→ OX −→ OE −→ 0

erhalten wir dann durch Tensorieren mit OX(n) die exakte Sequenz

0 −→ OX(n − 1) −→ OX(n) −→ OE(n) −→ 0

und eine analoge Sequenz auf Xan. Durch Vergleich der zugehörigen langen
exakten Kohomologiesequenzen folgt aus der Induktionsvoraussetzung, daß
die Homomorphismen (4.1) genau für F = OX(n) bijektiv sind, wenn dies
für F = OX(n − 1) gilt. Da wir (4.2) für F = OX(0) = OX bereits gezeigt
hatten, gilt (4.2) für F = OX(n), n ∈ Z.

Sei nun F ein beliebiger endlicher quasikohärenter OX -Modul. Wir zei-
gen durch absteigende Induktion nach p, daß der Homomorphismus (4.1) in
jedem Punkt s ∈ S bijektiv ist. Dazu dürfen wir annehmen, daß S die end-
liche Einbettungsdimension m hat. Für p > 2(m + r) sind dann Rpf∗(F)an

und Rpfan
∗ (Fan) beide Null, so daß der Induktionsanfang gesichert ist. Nach

Verkleinerung von S als Umgebung von s gibt es eine exakte Sequenz von
endlichen quasikohärenten OX -Modul

0 −→ R −→ L −→ F −→ 0,

wobei L direkte Summe von Modul der Gestalt OX(n) ist. Nach dem bereits
Bewiesenen gilt (4.2) daher für L. Wir erhalten das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen

Rpf∗(R)an Rpf∗(L)an Rpf∗(F)an Rp+1f∗(R)an Rp+1f∗(L)an

Rpfan
∗ (Ran) Rpfan

∗ (Lan) Rpfan
∗ (Fan) Rp+1fan

∗ (Ran) Rp+1fan
∗ (Lan)

ε1 ε2 ε3 ε4 ε5
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in dem ε4 nach Induktionsvoraussetzung und ε2 und ε5 nach dem Bewiesenen
bijektiv sind. Nach dem Fünfer-Lemma ist dann auch ε3 surjektiv. Da dies
für jedes F gilt, insbesondere auch für R gilt, ist auch ε1 surjektiv. Eine
nochmalige Anwendung des Fünfer-Lemmas zeigt, daß ε3 auch injektiv und
damit bijektiv ist. Damit ist (4.2) für ein projektives A-Schema X bewiesen.

Wir betrachten nun den Fall, daß X eigentlich über Spec A liegt. Es ge-
nügt zu zeigen, daß die Homomorphismen

(4.4) Rpf∗(F)an
s −→ Rpfan

∗ (Fan)s

für jedes s ∈ S bijektiv sind. Der natürliche Funktor

lim−→
U∋s

Coh(X ⊗A AU ) −→ Coh(X ⊗A Os)

ist eine Äquivalenz von Kategorien ([EGA IV3, (8.5.2)]). Ferner gilt

Rpf∗(F)an
s = Hp(X, F) ⊗A Os = Hp(X ⊗A Os, F ⊗A Os).

Die obigen Homomorphismen hängen daher nur von dem OX⊗AOs-Modul
F ⊗A Os ab.

Sei Ks = Coh(X⊗AOs) die Kategorie der kohärenten Modul auf X⊗AOs

und K ′
s die volle Unterkategorie von Ks, die aus allen kohärenten Modul be-

steht, für die eine offene Umgebung U von s und eine Liftung zu einem ko-
härenten Modul auf X ⊗A AU existieren, für den die Homomorphismen (4.4)
bijektiv sind. Jeder direkte Summand eines Moduls aus K ′

s gehört wieder
zu Ks. Wir haben zu zeigen, daß K ′

s = Ks ist. Weil K ′
s eine exakte Unter-

kategorie von Ks ist, können wir dazu das „Lemme de dévissage“ ([EGA
III1, (3.1)]) heranziehen. Es genügt also zu zeigen: Zu jeder abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmenge Ys von X ⊗A Os existiert ein kohärenter Modul
Gs ∈ K ′

s, dessen Träger mit Ys übereinstimmt. Dazu dürfen wir annehmen,
daß X ⊗A Os irreduzibel ist und daß Ys = X ⊗A Os ist.

Nach dem Lemma von Chow ([EGA II, (5.6.2)]) in Verbindung mit den
Resultaten aus [EGA IV3, Chapitre 8] gibt es (nach eventueller Verkleine-
rung von S als Umgebung von s) ein projektives A-Schema X ′ endlicher Dar-
stellung und einen projektiven und surjektiven A-Morphismus g : X ′ → X.
Wir dürfen ferner annehmen, daß für genügend großes n

(4.5) Rpg∗
(
OX′(n)

)
= 0 für alle p > 0

gilt. Sei G := g∗(OX′(n)). Dann hat

G ⊗A Os = (g ⊗A Os)∗
(
OX′⊗AOs(n)

)
den Träger X ⊗A Os. Es genügt zu zeigen, daß G ⊗A Os in K ′

s liegt. Zunächst
einmal sind die natürlichen Homomorphismen

Hp

(
X ⊗A Os, (g ⊗A Os)∗

(
OX′⊗AOs(n)

))
−→ Hp

(
X ′ ⊗A Os, OX′⊗AOs(n)

)
,
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p ≥ 0, bijektiv wegen (4.5) (vgl. hierzu [EGA II, (12.1.7)]. Da g projektiv
ist, folgt aus (4.5) zusammen mit dem bereits Bewiesenen, daß

Rpgan
∗

(
OX′an(n)

)
= 0 für alle p > 0

ist. Mithin degeneriert die Leraysche Spektralsequenz

Rpfan
∗

(
Rqgan

∗

(
OX′an(n)

))
=⇒ Rp+q(fan ◦ gan)∗(OX′an(n)),

so daß man natürliche Isomorphismen

Rpfan
∗

(
gan

∗

(
OX′an(n)

))
−→ Rp(f ◦ g)an

∗

(
OX′an(n)

)
hat. Da f ◦ g projektiv ist, sind die Homomorphismen

Hp
(
X ′ ⊗A Os, OX′⊗AOs(n)

)
−→ Rp(f ◦ g)an

∗

(
OX′an(n)

)
s
, p ≥ 0,

bijektiv. Wegen gan
∗ (OX′an(n)) = Gan ist daher

Hp(X ⊗A Os, G ⊗A Os) −→ Rpfan
∗ (Gan)s

bijektiv für alle p ≥ 0.

(4.6) Korollar. Es seien X ein A-Schema von endlicher Darstellung und
F , G endliche quasikohärente OX-Modul derart, daß der Durchschnitt ihrer
Träger eigentlich über Spec A liegt. Für jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S
und jedes n ∈ N gibt es dann kanonische Isomorphismen

Extn
OX⊗AAK

(
X⊗AAK ; F⊗AAK , G⊗AAK

)
→ lim−→

U

Extn
OXan|U

(
Xan|U , Fan|U , Gan|U

)
.

Hierbei durchlaufe U das System der offenen Steinschen Umgebungen von
K. Speziell ist der natürliche Homomorphismus

HomOX⊗AAK
(F ⊗A AK , G ⊗A AK) −→ lim−→

U

HomOXan|U
(Fan|U , Gan|U )

bijektiv.

Beweis. Man darf annehmen, daß F lokal bezüglich X eine Auflösung durch
endliche freie Modul besitzt. Wie im Beweis von [EGA III1, (0.12.3.5)] folgt
dann, daß die Homomorphismen

Ext•
OX

(F , G) ⊗ AK −→ Ext•
OX⊗AK

(F ⊗ AK , G ⊗ AK)

Ext•
OX

(F , G)an −→ Ext•
OXan (Fan, Gan)
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bijektiv sind. Wir betrachten die Spektralsequenzen

Hp
(
X ⊗ AK , Extq

OX⊗AK
(F ⊗ AK , G ⊗ AK)

)
=⇒ Extp+q

OX⊗AK
(X ⊗ AK ; F ⊗ AK , G ⊗ AK)

lim−→
U

Hp
(
Xan|U , Extq

OXan|U
(Fan|U , Gan|U )

)
=⇒ lim−→

U

Extp+q
OXan|U

(Xan|U ; Fan|U , Gan|U ).

Offenbar genügt es zu zeigen, daß die natürlichen Homomorphismen zwi-
schen den Ep,q

2 -Termen bijektiv sind. Etwas allgemeiner gilt: Ist F ein endli-
cher quasikohärenter OX -Modul, dessen Träger eigentlich über Spec A liegt,
so gibt es kanonische Isomorphismen

Hp(X ⊗ AK , F ⊗ AK) ∼−−→ lim−→
U

Hp(Xan|U , Fan|U ), p ∈ N.

Ohne Einschränkung sei dazu F ein Modul endlicher Darstellung. Sei a der
Annullator von F und Z das durch a definierte Unterschema von X. Durch
Schrumpfung von S können wir erreichen, daß Z von endlicher Darstellung
ist. Indem wir X durch Z ersetzen, dürfen wir schließlich voraussetzen, daß
X eigentlich über Spec A liegt.

Nach (4.2) ist jedenfalls Rpf∗(F)an → Rpfan
∗ (Fan) bijektiv. Zusammen

mit

Γ
(
K, Rpf∗(F)an

)
= Γ

(
Spec AK , Rp(f⊗AK)∗(F⊗AK)

)
= Hp(X⊗AK , F⊗AK)

und

Γ
(
K, Rpfan

∗ (Fan)
)

= lim−→
U

Γ
(
U, Rpfan

∗ (Fan)
)

= lim−→
U

Hp(Xan|U , Fan|U )

liefert dies die gewünschten Isomorphismen.

(4.7) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (4.2) ist der kanonische
Homomorphismus zwischen der algebraischen und analytischen de Rham-
Kohomologie

Rpf∗(Ω•
X/Y )an −→ Rpfan

∗ (Ω•
Xan/Y an), p ∈ N,

bijektiv.
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Hyperkohomologiespektralsequenz

Rqf∗(Ωp
X/Y ) =⇒ Rp+qf∗(Ω•

X/Y )

und der analogen Spektralsequenz auf Y an.
Für die anschließenden Betrachtungen ist es zweckmäßig, die in § 1 ge-

gebene Definition des assoziierten komplexen Raumes wie folgt zu verallge-
meinern. Sei K die Kategorie derjenigen A-Schemata X, für die eine offene
Steinsche Überdeckung (Ui) von S so existiert, daß X ⊗A AUi lokal von
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endlicher Darstellung über AUi ist für alle i. Wegen (1.2) kann man einem
solchen Schema X in natürlicher Weise einen komplexen Raum zuordnen,
den wir wieder mit Xan bezeichnen. Die bis hierhin gewonnenen Resultate
gelten mutatis mutandis auch für die Schemata aus K.

Wir wollen einige einfache Fälle angeben, in denen der Funktor X 7→ Xan

mit der Bildung von Kokernen verträglich ist. Dabei beschränken wir uns
von vornherein auf K-Gruppoide.

Wir erinnern zunächst an einige diesbezügliche Definitionen, vgl. [SGA
3, Exp. V] Ein Gruppoid ist eine Kategorie, deren Objekte eine Menge bil-
den und deren Morphismen Isomorphismen sind. Sei X0 die Objektmenge
und X1 die Menge aller Morphismen eines Gruppoids. Man hat dann die
Abbildungen d0, d1 : X1 → X0, die einem Morphismus a → b das Ziel b bzw.
die Quelle a zuordnen, sowie die Multiplikation

d′
1 : (X1, d1) ×X0 (X1, d0) = X1 ×X0 X1 → X1,

die einem Paar von Morphismen (b → c, a → b) das Produkt a → c zu-
ordnet, ferner das „Einselement “ e : X0 → X1, das einem Objekt a die
Identität von a zuordnet, und die Symmetrieabbildung s : X1 → X1, die
einem Morphismus den inversen Morphismus zuordnet.

Sei nun C eine Kategorie mit Produkten und Faserprodukten. Ein Paar

X∗ =
(
X1

d1
⇒
d0

X0, d′
1

)
,

bestehend aus Morphismen d0, d1 : X1 → X0 und d′
1 : X1 ×X0 X1 → X1 in

C, heißt C-Gruppoid, wenn gilt: Für jedes T ∈ C ist X0(T ) bzw. X1(T )
die Menge der Objekte bzw. Morphismen eines Gruppoids X∗(T ) mit Zie-
labbildung d0(T ) und Quellabbildung d1(T ). Hierbei bezeichnet wie üblich
X0(T ) die Menge Hom(T, X0) und d0(T ) die durch d0 induzierte Abbildung
X1(T ) → X0(T ) usw.

In einem C-Gruppoid X∗ läßt sich in natürlicher Weise ein Einselement
e : X0 → X1 sowie eine Symmetrieabbildung s : X1 → X1 definieren. Ein
Gruppoid X∗ heißt eine Äquivalenzrelation mit dem Graphen X1, wenn
(d0, d1) : X1 → X0 × X0 ein Monomorphismus ist.

Wichtige Beispiele von C-Gruppoiden gewinnt man wie folgt aus den
Gruppenoperationen. Dabei wollen wir voraussetzen, daß in C beliebige, mit
Faserprodukten verträgliche, direkte Summen und Zusammenhangskompo-
nenten existieren. Die Gruppe G operiere auf X0 ∈ C als Gruppe von Au-
tomorphismen. Wir setzen

X1 =
∐

σ∈G

Xσ mit Xσ = X0 für alle σ ∈ G.

iσ bezeichne die kanonische Abbildung Xσ → X1. Die Abbildungen d1, d0
seien definiert durch d1 ◦ iσ = idXσ , d0 ◦ iσ = σ für σ ∈ G. Es ist X1 ×X0
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X1 = ∐
σ,τ∈G Xσ,τ mit Xσ,τ = X0 für alle σ, τ . Die Abbildung d′

1 werde
definiert durch d′

1|Xσ,τ = iστ . Dann ist (X1 ⇒ X0, d′
1) ein C-Gruppoid.

Genau dann ist dies eine Äquivalenzrelation, wenn G fixpunktfrei operiert,
d. h. die Operation von G auf der Menge X0(T ) ist fixpunktfrei für alle
T ∈ C.

Sei nun Z ∈ K und X∗ = (X1 ⇒ X0, d′
1) ein (K/Z)-Gruppoid. Weil man

Gruppoide durch kommutative und kartesische Diagramme charakterisieren
kann, vgl. [SGA 3, (V.1)], ist dann Xan

∗ = (Xan
1 ⇒ Xan

0 , d′an
1 ) ein Gruppoid

in der Kategorie der komplexen Räume über Zan. Ist X∗ eine Äquivalenzre-
lation, so auch Xan

∗ , vgl. (3.1).
(4.8) Satz. Es seien Z ein Schema aus K und X∗ = (X1 ⇒ X0, d′

1) ein
(K/Z)-Gruppoid. Eine der drei folgenden Voraussetzungen sei erfüllt:

(1) d1 ist endlich und lokalfrei und für jedes x ∈ X0 ist d0(d−1
1 (x)) in einer

offenen affinen Teilmenge von X0 enthalten.

(2) X0 ist von endlicher Darstellung und quasiprojektiv über Z, d1 ist
von endlicher Darstellung, eigentlich und flach, und (d0, d1) : X1 →
X0 ×Z X0 ist quasiendlich.

(3) X1 ⇒ X0 ist eine effektive étale Äquivalenzrelation ([Knu71]).

Dann existiert der Kokern (Y, p) von (d0, d1) in (K/Z) und (Y an, pan) ist
der Kokern von (dan

0 , dan
1 ) sogar in der Kategorie aller geringten Räume.

Beweis. Sei (1) erfüllt. Nach [SGA 3, S. V.4.1] ist der Kokern (Y, p) von
(d0, d1) in der Kategorie aller geringten Räume ein Z-Schema und p : X0 →
Y ist ganz. Da die Situation mit flachen Basiserweiterungen Z ′ → Z verträg-
lich ist, folgt unter Verwendung Steinscher Kompakta, daß Y in (K/Z) liegt,
und daß pan : Xan

0 → Y an endlich und surjektiv ist. Weil Y als topologischer
Raum Quotient der durch d0, d1 auf X0 definierten Äquivalenzrelation ist,
gilt daher die analoge Aussage auch für Y an. Sei h := p ◦ d0 = p ◦ d1.

OY −→ p∗(OX0) ⇒ h∗(OX1)

ist eine exakte Sequenz von quasikohärenten OY -Algebren. Aus dieser Se-
quenz erhalten wir, da Y an → Y flach ist, die exakte Sequenz von OY an-
Algebren

OY an −→ p∗(OX0)an ⇒ h∗(OX1)an.

Nach (4.2) gilt p∗(OX0)an = pan
∗ (OXan

0
) und analog für h. Die Behauptung

folgt nun aus der Konstruktion des Kokerns in der Kategorie der geringten
Räume.

Der Beweis von (4.8) unter der Voraussetzung (2) verläuft analog. Man
hat diesmal [SGA 3, (V.7.1), (V.9)] heranzuziehen.

Sei nun (3) erfüllt und (Y, p) der Kokern von (p0, p1) in der Kategorie der
Schemata. Nach [Knu71, S. 75] ist dann p : X0 → Y étale und surjektiv und
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es ist X1 = X0 ×Y X0. Ferner liegt Y in (K/Z), wie aus [EGA IV4, (17.7.5)]
folgt. Da Xan

0 → Y an ein surjektiver lokaler Isomorphismus ist, resultiert die
Behauptung beispielsweise aus [Kie68, Folgerung 3.5], .

Aus (4.8) folgt unmittelbar
(4.9) Korollar. Sei X ein Schema aus K und G eine endliche Untergruppe
von AutAX derart, daß jede Bahn in einer offenen affinen Teilmenge von
X enthalten ist. Dann existiert der Quotient X/G in K und es gilt

(X/G)an = Xan/G.

5 Existenzsatz. Anwendungen
Wie bereits in der Einleitung angekündigt, soll nun gezeigt werden, daß die
Kategorien der kohärenten Moduln auf einem eigentlichen Schema endlicher
Darstellung über A = Γ(S, OS) und auf dem zugehörigen komplexen Raum
„äquivalent“ sind. Genauer gilt:
(5.1) Theorem (Existenzsatz). Sei S ein Steinscher Raum, A = Γ(S, OS),
X ein separiertes A-Schema von endlicher Darstellung und K ⊆ S ein
Steinsches Kompaktum. Dann definiert der Funktor F 7→ Fan eine Äqui-
valenz zwischen der Kategorie der kohärenten Moduln auf X ⊗A AK , deren
Träger eigentlich über Spec AK liegt, und der Kategorie der Keime bezüglich
K von kohärenten Moduln auf Xan, deren Träger eigentlich über S liegt.

Beweis. Gemäß (4.6) ist der betrachtete Funktor volltreu. Es genügt daher
zu zeigen: Ist F ′ ein kohärenter OXan-Modul, dessen Träger eigentlich über
S liegt, so gibt es eine offene Umgebung V von K und einen Modul endlicher
Darstellung F auf Umgebung V von K und einen Modul endlicher Darstel-
lung F auf X ⊗AV , dessen Träger eigentlich über Spec AV liegt, derart, daß
F ′|V zu Fan isomorph ist. Man sagt dann, daß F eine Liftung von F ′ ist.

Wir gehen schrittweise vor:
(α) Sei i : X → Y eine abgeschlossene Einbettung von eigentlichen A-

Schemata endlicher Darstellung. Besitzt dann jeder kohärente OY an-Modul
eine Liftung, so auch jeder kohärente OXan-Modul.

Sei a das X definierende endliche OY -Ideal und F ′ ein kohärenter Modul
auf Xan. Der OY an-Modul G′ := ian

∗ (F ′) besitzt nach Voraussetzung eine
Liftung G. Nach geeigneter Schrumpfung von S dürfen wir annehmen, daß
G ein Modul auf Y ist. Wegen (aG)an = aanGan gilt aG = 0, falls S klein
genug ist. Dann ist F := i∗(G) eine Liftung von F ′.

(β) Der Satz gilt für den Fall, daß X ein projektives A-Schema endlicher
Darstellung ist.

Wegen (α) genügt es, den Fall X = Pr
A zu betrachten. Wir gehen durch

Induktion nach r vor. Der Fall r = 0 folgt aus Theorem B. Sei daher nun
r > 0 und seien F ′ ein kohärenter Modul auf Xan sowie U ⋐ S eine offene
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Umgebung von K. Wir wollen uns zunächst überlegen, daß es ein n0 derart
gibt, daß die Homomorphismen fan∗(fan

∗ (F ′(n))) vn−→ F ′(n) für jedes n ≥ n0
auf fan−1(U) surjektiv sind. Hierbei bezeichnet f den Strukturmorphismus
X → Spec A.

Sei x ∈ Xan und s := fan(x). Erzeugt dann fan
∗ (F ′(n))s den Modul

F ′(n)x, so gilt dieselbe Eigenschaft auch für jedes m ≥ n. Dies folgt so-
fort durch Betrachtung der Homothetien tm−n

k , 0 ≤ k ≤ r. Aus Kompakt-
heitsgründen genügt es daher, die folgende Aussage zu zeigen: Zu jedem
x = (s, a) ∈ S × Pr = Xan existiert ein n dergestalt, daß fan

∗ (F ′(n))a den
Modul F ′(n)x erzeugt. Sei dazu f eine von Null verschiedene Linearform
aus C[t0, . . . , tr] mit f(a) = 0 und a das durch f definierte kohärente Ideal
von OXan . Weil a zu OXan(−1) isomorph ist, erhalten wir aus

0 −→ a −→ Oan −→ Oan/a −→ 0

durch Tensorieren mit F ′ die exakte Sequenz

F ′(−1) −→ F ′ −→ F ′/aF ′ −→ 0.

Setzen wir noch G′ := F ′/aF ′ sowie H′ := Kern(F ′(−1) → F ′), so gewinnen
wir hieraus durch Tensorieren mit OXan(n) die exakten Sequenzen

0 → H′(n) → F ′(n − 1) → F ′(n) → G′(n) → 0,

welche sich in zwei kurze exakte Sequenzen zerlegen lassen:

0 −→ H′(n) −→ F ′(n − 1) −→ Hn −→ 0
0 −→ Hn −→ F ′(n) −→ G′(n) −→ 0.

Diese wiederum geben Anlaß zu folgenden exakten Bildgarbensequenzen in
s:

R1fan
∗ (F ′(n − 1))s −→ R1fan

∗ (Hn)s −→ R2fan
∗ (H′(n))s

R1fan
∗ (Hn)s −→ R1fan

∗ (F ′(n))s −→ R1fan
∗ (G′(n))s

Die Moduln G′ und H′ werden von a annulliert, lassen sich also als kohärente
Moduln auf dem von a definierten analytischen Unterraum von Xan auffas-
sen. Dieser ist aber gleich S × Pr−1. Nach Induktionsvoraussetzung sind G′

und H′ daher liftbar. Wegen (4.2) und [EGA III1, (2.2.1)] existiert folglich
eine Zahl n0 derart, daß R1fan

∗ (G′(n))s = 0 und R2fan
∗ (H′(n))s = 0 für alle

n > n0 gilt. Für n > n0 sind dann die Homomorphismen

(5.2) R1fan
∗ (F ′(n − 1))s −→ R1fan

∗ (F ′(n))s

surjektiv. Nun ist R1fan
∗ (F ′(n0 −1))s nach dem Grauertschen Kohärenzsatz

(vgl. z. B. [KV71]) ein endlicher OS,s-Modul. Weil OS,s noethersch ist, folgt:
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Es gibt ein n1 ≥ n0 derart, daß (5.2) für jedes n ≥ n1 bijektiv ist. Dann ist
auch R1fan

∗ (Hn)s → R1fan
∗ (F ′(n))s für n ≥ n1 bijketiv und mithin

fan
∗ (F ′(n))s → fan

∗ (G′(n))s surjektiv für n ≥ n1.

Weil G′ eine Liftung besitzt und x in der Nullstellenmenge von a liegt, gibt
es wegen [EGA III1, (2.2.1)] eine Zahl n > n1 derart, daß fan

∗ (G′(n))s den
Modul G′(n)x erzeugt. Aus dem Lemma von Nakayama folgt nun, daß auch
F ′(n)x von fan

∗ (F ′(n))s erzeugt wird.
Da S Steinsch ist, gibt es nach Verkleinerung von S als Umgebung von

K eine exakte Sequenz

Oℓ
S −→ fan

∗ F ′(n) −→ 0.

Hieraus resultiert die exakte Sequenz von OXan-Moduln

Oℓ
Xan −→ F ′(n) −→ 0,

aus der man endlich durch Tensorieren mit OXan(−n) die exakte Sequenz

OXan(−n)ℓ −→ F ′ −→ 0

gewinnt. Dieselbe Betrachtung läßt sich auch für den Kern dieses Homomor-
phismus durchführen. Man erhält schließlich eine exakte Sequenz

OXan(−m)k −→ Oℓ
Xan −→ F ′ −→ 0.

Da der Funktor volltreu ist, läßt sich v′ zu einem Homomorphismus v von
O(−m)k in O(−n)ℓ liften, falls S klein genug ist. Dann ist F := Kokern v
eine Liftung von F ′.

(γ) Der Satz gilt für den Fall, daß X quasiprojektiv über Spec A ist.
Man darf in diesem Falle annehmen, daß X ein offenes Unterschema ei-

nes projektiven A-Schemas Z von endlicher Darstellung ist. Sei i : X ↪→ Z
die kanonische Injektion. Der Träger des vorgegebenen OXan-Moduls F ′

ist abgeschlossen in Zan, zu dem gemäß (β) nach Schrumpfung von S ein
OZ-Modul H endlicher Darstellung mit Han ∼= ian

∗ (F ′) existiert. Wegen
(Supp H)an = Supp(Han) = Supp F ′ ⊆ Xan liegt der Träger von H nach
hinreichender Verkleinerung von S in X, vgl. (2.5). Dann ist F := H|X eine
Liftung von F ′.

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei Y ⊆ X ⊗ AK eine ab-
geschlossene Teilmenge. Dann gibt es eine offene Steinsche Umgebung U
von K und eine abgeschlossene konstruierbare Menge YU ⊆ X ⊗ AU mit
YU ⊗ AK = Y . Mit P (Y ) werde die folgende Eigenschaft bezeichnet:

Ist V eine in U enthaltene offene Steinsche Umgebung von K
und F ′ ein kohärenter OXan|V -Modul, dessen Träger eigentlich
über V liegt und in Y an

U |V enthalten ist, so ist F ′ liftbar.
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Man beachte, daß P (Y ) nur von Y abhängt und daß P (∅) trivialerweise
gültig ist. Wir haben zu zeigen, daß P (X ⊗ AK) erfüllt ist. Dazu dürfen
wir annehmen, daß P (Y ) für jede echte Teilmenge Y von X ⊗ AK bereits
bewiesen ist (Noethersche Induktion).

Nach dem Lemma von Chow ([EGA II, (5.6.1)]) in Verbindung mit den
Resultaten aus [EGA IV3, Chapitre 8] existieren nach Verkleinerung von
S folgende Daten: Ein quasiprojektives A-Schema X ′ von endlicher Dar-
stellung, ein projektiver und surjektiver A-Morphismus X ′ g−→ X sowie eine
offene Teilmenge V von X mit V ⊗ AK ̸= ∅ dergestalt, daß g über V einen
Isomorphismus induziert.

Sei nun F ′ ein kohärenter OXan Modul, dessen Träger eigentlich über S
liegt. Nach (γ) ist der OX′an-Modul gan∗(F ′) liftbar. Aus dem Vergleichssatz
(4.2) folgt, daß dann auch gan

∗ gan∗(F ′) liftbar ist. Wir betrachten den kano-
nischen Homomorphismus v : F ′ → gan

∗ gan∗(F ′). Die Träger von Kern v und
Kokern v liegen eigentlich über S und sind in (X \ V )an enthalten. Daher
sind diese Moduln nach Voraussetzung liftbar. Aus Flachheitsgründen ist ist
dann auch Bild v liftbar. Daß F ′ liftbar ist, ergibt sich nun aus

(δ) Ist 0 → F ′ → G′ → H′ → 0 eine exakte Sequenz von kohärenten
OXan-Moduln mit über S eigentlich Trägern, so ist mit F ′ und H′ auch G′

liftbar.
Nach Verkleinerung von S gibt es OX -Moduln F , H von endlicher Dar-

stellung mit über Spec A eigentlichen Trägern und Fan = F ′, Han = H′.
Zu der gegebenen Erweiterung von Han durch Fan gehört ein Element aus
Ext1

OXan (Xan; Han, Fan). Aus der Isomorphie

Ext1
OX⊗AK

(X ⊗ AK ; H ⊗ AK , F ⊗ AK) ∼= lim−→
U

Ext1
OXan|U

(Xan|U ; Han|U , Fan|U )

vgl. (4.6), folgt nun (δ).

Der wichtigste Spezialfall von (5.1) ist:
(5.3) Korollar. Sei X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstel-
lung. Für jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S ist dann der natürliche Funktor

Coh(X ⊗A AK) −→ lim−→
U⊇K

Coh(Xan|U )

eine Äquivalenz von Kategorien. Hierbei durchlaufe U das System der offe-
nen Steinschen Umgebungen von K.

Hieraus folgt weiter:
(5.4) Korollar. Für ein eigentliches A-Schema X von endlicher Darstel-
lung sind die natürlichen Abbildungen

H1
(
X⊗AAK , GL(n,C)

)
−→ lim−→

U

H1
(
Xan|U , GL(n,C)

)
= H1

(
Xan|K , GL(n,C)

)
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bijektiv. Insbesondere hat man einen kanonischen Isomorphismus

Pic(X ⊗A AK) −→ lim−→
U

Pic(Xan|U ) = Pic(Xan|K)

zwischen den Picardschen Gruppen.
Eine weitere Folgerung aus (5.1) ist:

(5.5) Korollar. Sei X ein separiertes A-Schema endlicher Darstellung.
Dann entsprechen die abgeschlossenen Unterschemata von X ⊗A AK , die
eigentlich über Spec AK liegen, umkehrbar eindeutig den Keimen bezüglich
K von über S eigentlichen abgeschlossenen analytischen Unterräumen von
Xan.
(5.6) Korollar. Es seien X ein eigentliches A-Schema von endlicher Dar-
stellung und Y ein separiertes A-Schema von endlicher Darstellung. Für
jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S ist dann die kanonische Abbildung

HomAK
(X ⊗A AK , Y ⊗A AK) −→ lim−→

U

HomU (Xan|U , Y an|U )

bijektiv.

Beweis. Die Morphismen von X ⊗ AK in Y ⊗ AK entsprechen umkehrbar
eindeutig den abgeschlossenen Unterschemata Z von (X ×A Y ) ⊗ AK , für
die die erste Projektion einen Isomorphismus Z

∼−→ X ⊗ AK induziert. Eine
analoge Aussage gilt für die holomorphen Abbildungen von Xan|U in Y an|U .
Die Behauptung folgt nun aus (5.5) in Verbindung mit (3.1).

Für einen geringten Raum Z bezeichne MZ wie üblich die Garbe der
Keime von meromorphen Funktionen auf Z sowie M(Z) = Γ(Z, MZ) den
Ring der meromorphen Funktionen auf Z. Sei X ein A-Schema von endlicher
Darstellung und K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum. Da der Morphismus
Xan|U → X ⊗A AU flach ist für jede offene Steinsche Umgebung U von K,
gibt es natürliche Abbildungen

M(X ⊗A AK) −→ M(Xan|U ), m 7→ man,

Diese geben zusammen mit der analog erhaltenen Abbildung M(X⊗AAK) →
M(Xan|K) Anlaß zu dem folgenden kommutativen Diagramm

(5.7)
lim−→U

M(X ⊗A AU ) lim−→U
M(Xan|U )

M(X ⊗A AK) M(Xan|K).

in dem der Homomorphismus i bijektiv ist. Als Anwendung von (5.1) erhal-
ten wir
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(5.8) Satz. Ist X eigentlich über A, so sind die Homomorphismen in (5.7)
sämtlich bijektiv.

Beweis. (vgl. auch [HM68]) Sei zunächst Z ein geringter Raum mit ko-
härenter Strukturgarbe OZ und m ∈ M(Z) eine meromorphe Funktion.
Mit λm : OZ → MZ werde das Multiplizieren mit m bezeichnet. Pm :=
λ−1

m (OZ) heißt die Polgarbe von m. Unter derangegebenen Voraussetzung
ist Pm ein kohärentes OZ-Ideal: Wir dürfen hierzu annehmen, daß Schnit-
te f, g ∈ Γ(Z, OZ), g Nichtnullteiler in allen Halmringen, existieren mit
m = f/g. Dann ist

Pm = Kern(OZ
λf−→ OZ/g · OZ)

kohärent. m ·Pm ist ein kohärentes Ideal, dessen Träger mit dem Träger von
m übereinstimmt.

Offenbar genügt es zu zeigen, daß die untere Abbildung in (5.7) bijektiv
ist. Sei dazu m ∈ M(X ⊗AK) eine auf X ⊗AK meromorphe Funktion. Dann
ist Pman = Pan

m . Ist man = 0, so ist 0 = man ·Pan
m , also m ·Pm = 0, vgl. (2.7).

Dies zeigt die Injektivität.
Zum Nachweis der Surjektivität sei m′ ∈ M(Xan|K). Es sei P ′ := Pm′ ,

die Polgarbe von m′ und Z′ := m′ · P ′. Nach (5.5) gibt es kohärente Ideale
P, Z der Strukturgarbe von X⊗AK mit Pan ∼= P ′ und Zan ∼= Z ′; da P ′ lokal
einen Nichtnullteiler enthält, gilt dies auch für P. Wegen (5.3) existiert ein
Homomorphismus µ : P → Z mit µan = λm. Zu jedem Punkt aus X ⊗ AK

gibt es eine offen-affine Umgebung V und einen Nichtnullteiler g ∈ Γ(V, P).
Sei f := µ(g). Das Element f/g ∈ M(V ) ist unabhängig von der Wahl
von g. Folglich lassen sich die so erhaltenen Schnitte zu einer meromorphen
Funktion m ∈ M(X ⊗ AK) zusammenkleben. Es ist offenbar λm = µ. Aus
λm′ = (λm)an = λman folgt aber m′ = man.

Wir betrachten noch den allgemeinen Fall eines nicht notwendig eigent-
lichen A-Schemas.
(5.9) Aussage. Es seien X ein A-Schema endlicher Darstellung und K ⊆
S ein Steinsches Kompaktum. X ⊗A AK sei reduziert. Dann gilt:

(1) Γ(X ⊗A AK , OX⊗AAK
) ist ganz abgeschlossen in

lim−→
U

Γ(Xan|U , OXan|U ).

(2) M(X ⊗A AK) ist ganz abgeschlossen in lim−→U
M(Xan|U ).

Beweis. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei X affin. Zu (1). Die
Funktion f ∈ Γ(Xan, OXan) genüge der Ganzheitsgleichung

P (f) = 0, P ∈ Γ(X, OX)[T ] unitär.
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Wir setzen C := Γ(X, OX)[T ]/(P ) und Z := Spec C. Dann entspricht f
umkehrbar eindeutig einer holomorphen Abbildung aus HomXan(Xan, Zan).
Wegen (7.5) rührt diese Abbildung nach eventueller Verkleinerung von S
von einem X-Morphismus X → Z her. Dieser Morphismus definiert ein
Element g ∈ Γ(X, OX) mit P (g) = 0, das von dem natürlichen Homomor-
phismus Γ(X, OX) → Γ(Xan, OXan) auf f abgebildet wird. Dies zeigt die
Behauptung.

Zu (2). Wir dürfen hier sogar annehmen, daß X ⊗ AK normal ist. Mit
M werde das System der Nichtnullteiler aus dem globalen Schnittring von
X ⊗ AK bezeichnet. Wegen (1) ist M(X ⊗ AK) = Γ(X ⊗ AK , OX⊗AK

)
ganz abgeschlossen in CM . Hierbei sei C := lim−→U

Γ(Xan|U , OXan|U ). Da Xan

gemäß (2.7) (nach Schrumpfung von S) gleichfalls normal ist, ist CM ganz
abgeschlossen in lim−→U

M(Xan|U ). Insgesamt ist M(X⊗AK) ganz abgeschlos-
sen in lim−→U

M(Xan|U ).

Auf die Reduziertheitsvoraussetzung kann in (5.9) nicht verzichtet wer-
den, wie triviale Beispiele lehren.

Als Ergänzung zu (1.1) und (4.2) zeigen wir
(5.10) Aussage. Es seinen X ein affines A-Schema von endlicher Darstel-
lung und K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum. Dann ist die Ringerweiterung

Γ(X ⊗A AK , OX⊗AAK
) → lim−→

U⊇K

Γ(Xan|U , OXan|U )

treuflach.

Beweis. Den rechts stehenden Ring bezeichnen wir kurz mit C. Sei ferner
B der globale Schnittring von X und BK := B ⊗A AK . Sei b′ ein Ideal in
BK . Weil BK noethersch ist, gibt es nach Verkleinerung von S ein Ideal
b ⊆ B mit b⊗B BK = b′ und eine exakte Sequenz Bn → Bm → b → 0. Aus
dieser Sequenz erhalten wir wegen (1.1) und Theorem B das kommutative
Diagramm

Cn Cm b ⊗B C 0

Cn Cm lim−→U
Γ(Xan|U , bOXan|U ) 0

id id

mit exakten Zeilen. Wegen lim−→ Γ(Xan|U , bOXan|U ) ⊆ C ist der kanonische
Homomorphismus b′ ⊗BK

C = b ⊗B C → C folglich injektiv. Daher ist C
ein flacher BK-Modul. Sei m ⊆ Bs ein maximales Ideal. Nach eventueller
Schrumpfung von S gibt es ein endliches Ideal n von B mit nBK = m.
Aus (2.5), auf T = V (n) angewandt, folgt, daß nΓ(Xan|U , OXan|U ) vom Ein-
heitsideal verschieden ist für alle offenen Umgebungen U von K. Daher ist
mC ̸= C. Damit ist (5.10) gezeigt.
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Bermerkung. Für ein A-Schema X von endlicher Darstellung ist der kano-
nische Homomorphismus Γ(X, OX) → Γ(Xan, OXan) im allgemeinen nicht
flach, selbst wenn X affin ist. Sei zum Beispiel S = C3 und X = Spec A[t],
also Xan = C4. Wäre A[t] → Γ(C4, OC4) flach, so wäre erst recht Γ(C4, OC4)
falch über Γ(C3, OC3). Letzteres widerspräche einem Resultat von A. Doua-
dy und L. Szpiro.

Aus dem Existenzsatz (5.1) zusammen mit dem Vergleichssatz (4.2) und
dem Satz von Serre über projektive Abblidungen [EGA III1, (2.2.1)] folgt
unmittelbar:
(5.11) Theorem (Grauert–Remmert [GR58b]). Sei Y ein komplexer Raum,
X = Y × Pr, f : X → Y die kanonische Projektion, V eine relativkompakte
Teilmenge von Y , O(1) der kanonische invertierbare Modul auf X und F
ein kohärenter OX-Modul. Dann gilt:

(1) Die OY -Moduln Rpf∗(F) sind kohärent.

(2) Es existiert eine Zahl n0 derart, daß die Homomorphismen

f∗(f∗(F(n))) → F(n)

auf f−1(V ) surjektiv sind für alle n > n0.

(3) Es existiert eine Zahl n0 derart, daß Rpf∗(F(n)) = 0 ist auf V für alle
n ≥ n0 und alle p > 0.

Abschließend möchten wir auf eine weitere Anwendung der bis hierhin
erhaltenen Aussagen hinweisen. Sei Y ein (nicht notwendig Steinscher) kom-
plexer Raum und S = ⊕

n∈N Sn eine graduierte OY -Algebra endlichen Typs,
wobei die Sn als OY -Moduln kohärent seien. Sei B das System aller offenen
Steinschen Mengen U ⊆ Y , für die Ū ein Steinsches Kompaktum ist. Nach
[Bin76, Beweis von (1.5)] ist dann Γ(Ū , S) eine Γ(Ū , OY )-Algebra endlicher
Darstellung. Wir setzen

AU := Γ(U, OY ) und SU := Γ(Ū , S) ⊗Γ(Ū ,OY ) AU

für U ∈ B. Dann gilt

SV = SU ⊗AU
AV für V ⊆ U.

Weiter ist XU := Proj SU ein AU -Schema von endlicher Darstellung mit

XV = XU ⊗AU
AV für V ⊆ U.

Wegen (1.2) lassen sich daher die komplexen Räume (XU )an zu einem kom-
plexen Raum X über Y zusammenkleben. X heißt das homogene analytische Spektrum
von S und wird mit Projan S bezeichnet. Wie die algebraischen Eigenschaf-
ten von S mit denen von X = Projan S zusammenhängen, liest man etwa

31



aus (2.7) ab. (Natürlich läßt sich auch das analytische Spektrum Specan A
einer OY -Algebra von endlicher Darstellung ([Cartan 60/61]) in dieser Weise
gewinnen.)

Sei nun M = ⊕
n∈Z Mn ein graduierter S-Modul, dessen homogene Kom-

ponenten als OY -Moduln kohärent sind. Für U ∈ B sei

MU := Γ(Ū , M) ⊗Γ(Ū ,OY ) AU .

MU ist ein graduierter SU -Modul. Wegen

MV = MU ⊗AU
AV für V ⊆ U

gilt für die zugehörigen Garben auf XV und XU

M̃U = M̃V ⊗OXU
OXV

.

Folglich definieren die Moduln M̃U
an durch Zusammenkleben einen Modul

auf X, den wir den zu M gehörigen OX -Modul nennen und mit M̃ bezeich-
nen. Wegen (1.1) und [EGA II, (2.5.4)] ist M̃ ein additiver exakter Funktor
in M. Wir setzen noch

OX(n) := S̃(n) und F(n) := F ⊗OX
OX(n), n ∈ Z,

für jeden OX -Modul F .
Es werde nun vorausgesetzt, daß S von S1 erzeugt wird. Dann ist OX(n) =

OX(1)⊗n inversibel und es ist M̃(n) = M̃(n). Weiter ist für einen OX -Modul
F

Γ∗(F) :=
⊕
n∈Z

p∗(F(n))

ein graduierter Modul über Γ∗(OX), vgl. [EGA I, (0.5.4.6)]. Hierbei bezeich-
net p den Strukturmorphismus X → Y . Für einen graduierten S-Modul M
der oben angegebenen Art definieren die kanonischen Homomorphismen

MU
αU−−→

⊕
n∈Z

Γ(XU , M̃U (n)) →
⊕
n∈Z

Γ(p−1(U), M̃(n)),

vgl. [EGA II, (2.6)], einen Homomorphismus

α : M → Γ∗(M̃).

Sei F ein kohärenter OX -Modul. Dann ist Γ̃∗(F) aufgrund des Grauert-
schen Bildgarbensatzes definiert und man kan wie in [EGA II, (2.6.4)] einen
OX -Homomorphismus

βF : Γ̃∗(F) → F

erklären.
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(5.12) Satz. Sei Y ein komplexer Raum, S = OY [S1] eine graduierte OY -
Algebra, deren homogene Komponenten als OY -Moduln kohärent sind, und
Xan = Projan S. Weiter sei F ein kohärenter OX-Modul. Dann ist βF bi-
jektiv. Insbesondere ist F zu einem Modul der Form M̃ isomorph. Zu jeder
relativkompakten Teilmenge V von Y gibt es einen endlichen S-Modul M
mit F|p−1(V )

∼= M̃|p−1(V ).

Beweis. Sei U ∈ B. Nach dem Existenzsatz (5.3) gibt es nach eventu-
eller Schrumpfung von U einen endlichen quasikohärenten Modul G auf
XU = Proj SU mit Gan = F|p−1(U). Ist U klein genug, so gilt nach dem
Vergleichssatz (4.2)⊕

n∈Z
Γ(XU , G(n)) =

⊕
n∈Z

Γ(U, p∗(F(n))).

Gemäß [EGA II, S. 2.7.5] ist βG : Γ̃∗(G) → G bijektiv. Nach Konstruktion
von Γ̃∗(F) gilt Γ̃∗(F)|p−1(U) = Γ̃∗(G)

an
, so daß βF |p−1(U) = (βG)an und damit

auch βF bijektiv ist.
Sei M ein S-Modul mit M̃ = F . Es ist M = lim−→ Mi der dirrekte

Limes über alle endlichen graduierten S-Untermoduln Mi. Hieraus folgt
M̃ = lim−→ M̃i. Weil p−1(V ) relativikompakt in X liegt, gibt es ein i mit
F|p−1(V ) = M̃i|p−1(V ).

Zwei wichtige Spezialfälle der obigen Konstruktion verdienen Erwäh-
nung: Ist E ein kohärenter OY -Modul mit symmetrischer Algebra S(E), so
ist P(E) := Projan S(E) der durch E definierte projektive Faserraum. Ist a ein
kohärentes OY -Ideal, so ist Ma(Y ) := Projan(⊕n∈N antn) die monoideale Transformation
von Y längs a.

Sei nun S ′ eine weitere OY -Algebra der oben beschriebenen Art und
φ : S → S ′ ein Homomorphismus graduierter Algebren. φ definiert für jedes
U ∈ B einen Homomorphismus φU : SU → S′

U graduierter AU -Algebren, zu
dem wiederum ein Morphismus ΦU : G(φU ) → XU gehört. Hierbei bezeich-
net G(φU ) das Komplement von V+(φU ((SU )+)) in X ′

U = Proj S′
U . Es gibt

eine offene Teilmenge G(φ) von X ′ = Projan S ′ und eine holomorphe Abbil-
dung Φ: G(φ) → X mit G(φ) ∩ p′−1(U) = G(φU )an und Φ|p′−1(U) = Φan

U für
alle U ∈ B. Hierbei ist p′ : X ′ → Y die Strukturabblidung. Φ heißt die durch
φ definierte holomorphe Abblidung und wird auch Projan φ bezeichnet.

Der Homomorphismus φ : S → S ′ heiße (TN)-surjektiv (bzw. (TN)-
injektiv, (TN)-bijektiv), wen die Homomorphismen φU : SU → S′

U , U ∈ B
sämtlich (TN)-surjektiv (bzw. (TN)-injektiv, (TN)-bijektiv) in Sinne von
[EGA II, (3.6)], sind. Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die abgeschlos-
senen analytischen Unterräume von X = Projan S wie im algebraischen Fall
charakterisieren.
(5.13) Aussage. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
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(1) Ist φ : S → S ′ ein (TN)-surjektiver Homomorphismus, so ist die zu φ
gehörige holomorphe Abbildung Φ = Projan(φ) auf ganz Projan S ′ defi-
niert und ist eine abgeschlossene Einbettung. Ist J = Kern φ, so wird
der zu Φ gehörige Underraum von X durch das OX-Ideal J̃ definiert.

(2) Es gelte S = OY [S1]. Sei X ′ ein abgeschlossener analytischer Unter-
raum von X, definiert durch das kohärente OX-Ideal I. Sei J das
Urbild von Γ∗(I) unter dem Homomorphismus α : S → Γ∗(OX), und
sei S ′ := S/J . Dann gilt X ′ = Projan S ′.

Beweis. (1) folgt sofort aus der analogen algebraischen Aussage ([EGA II,
(3.6.2)]) in Verbindung mit (3.1).

Zu (2): Es genügt zu zeigen, daß das OX -Ideal J̃ mit I übereinstimmt.
Sei U ∈ B. Nach (5.5) gibt es nach Verkleinerung von U ein endliches qua-
sikohärentes Ideal a in XU mit aan = I|p−1(U). Ist U klein genug, so gilt⊕

n∈Z
Γ(U, p∗(I(n))) =

⊕
n∈Z

Γ(XU , a(n)) = Γ∗(a)

und analog für OX , vgl. (4.2). Bezeichnet JU das durch J definierte SU -
Ideal, so gilt folglich J̃U = a auf XU , vgl. [EGA II, (2.7.11)]. Erst recht ist
J̃ |p−1(U) = I|p−1(U).

Das homogene analytische Spektrum ist mit Basiserweiterung verträg-
lich: Ist Y ′ → Y eine holomorphe Abblidung, so gilt

Projan(S ⊗OY
OY ′) = Projan S ×Y Y ′.

Ist ferner M ein graduierter S-Modul mit kohärente homogenen Kompo-
nenten, so ist

˜M ⊗OY
OY ′ = q∗(M̃).

Hierbei bezeichnet q die Projektion auf den ersten Faktor. Speziell sind die
Fasern des homogenen Spektrums gegeben durch (Projan S)y = Projan(Sy/mySy),
y ∈ Y .

6 Modulräume
Sei g : Z → T ein Morphismus von Schemata lokal von endlicher Darstellung
(bzw. eine holomorphe Abblidung). Ist T ′ ein Schema (bzw. ein komplexer
Raum) über T und G ein OZ-Modul, so bezeichne g′ : Z ′ → T ′ die Basiser-
weiterung von g un G′ den OZ′-Modul G⊗OZ

OZ′ .
Set G ein OZ-Modul von endlicher Darstellung. Dann ist der Grothendiecksche Funktor

Q = QG/Z/T folgendermaßen definiert: Für jedes Schema (bzw. jeden kom-
plexen Raum) T ′ über T ist Q(T ′) die Menge der Isomorphieklassen von
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Quotienten von G′, die von endlicher Darstellung und T ′-flach sind, und de-
ren Träger eigentlich über T ′ liegt. Speziell für G = OZ , erhält man den
Hilbertschen Funktor HZ/T .

Sei nun g zusätzlich eigentlich. Bekanntlich ist dann der Picardsche Funktor
P = PicZ/T von Z über T in folgender Weise definiert. Im algebraischen Fall
ist dies die zu

T ′ 7→ Pic(Z ′)
gehörige étale-Garbe. Im analytischen Fall ist P (T ′) := Γ(T ′, R1g′

∗(O∗
Z′)).

Im folgenden benötigen wir den Begriff des algebraischen Raumes. Es sei
kurz an die Definition erinnert (vgl. [Art69], [Knu71]). Sei T ein nicht not-
wendig noethersches Schema. Ein kontravarianter Funktor F von der Katego-
rie der T -Schemata in die Kategorie der Mengen heißt ein algebraischer Raum
(bzw. separierter algebraischer Raum) lokal von endlicher Darstellung über
T , wenn gilt:

(1) F Ist eine Garbe in der étale-Topologie.
(2) Es gibt ein T -Schema W0 lokal von endlicher Darstellung und ei-

ne Garbenabbildung W0 → F derart, daß für jedes T -Schema V und jede
Abbildung V → F der Funktor W0 ×F V durch ein Unterschema (bzw. ab-
geschlossenes Unterschema) von W0 ×F V darstellbar ist, und die Projektion
W0 ×F V → V durch eine surjektive étale Abbildung induziert wird.

Hierbei haben wir von der Konvention Gebrauch gemacht, darstellbare
Funktoren und die sie repräsentierenden Objekte mit demselben Symbol zu
bezeichnen. Sei W1 := W0 ×F W0. Dann ist W1 ⇒ W0 eine étale Äquivalenz-
relation in der Kategorie der Schemata und es gilt F = Kokern(W1 ⇒ W0)
als étale-Garben (vgl. [Knu71, S. 92ff]). Ist T lokal von endlicher Darstel-
lung über einer Steinschen Algebra, so hat die étale Äquivalenzrelation
W an

1 ⇒ W an
0 gemäß [Kie68, Theorem 2.1] einen Kokern in der Kategorie

der komplexen Räume, den wir mit F an bezeichnen. Wegen (4.8) (3) steht
dies in Einklang mit der in (1.1) gegebenen Definition.

Es sei S ein Steinscher Raum und A = Γ(S, OS).
(6.1) Satz. Sei f : X → Y ein separierter quasikompakter Morphismus von
A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und F ein OX-Modul endlicher
Darstellung. Dann gilt:

(1) Der Funktor QF/X/Y ist ein separierter algebraischer Raum lokal
von endlicher Darstellung über Y .

(2) Der Funktor QFan/Xan/Y an ist darstellbar und es ist

QFan/Xan/Y an = Qan
F/X/Y .

(6.2) Satz. Sei f : X → Y ein flacher eigentlicher Morphismus von A-
Schemata lokal von endlicher Darstellung, der über-dies kohomologisch flach
in der Dimension Null ist. Dann gilt:

(1) Der relative Picardsche Funktor PicX/Y ist ein algebraischer Raum,
lokal von endlicher Darstellung über Y .
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(2) Der relative Picardsche Funktor PicXan/Y an ist darstellbar und es ist

PicXan/Y an = Pican
X/Y .

Beweis von (6.1) und (6.2). Die jeweiligen Aussagen (1) folgen aus den Dar-
stellbarkeitssätzen von M. Artin ([Art69, Theoreme (6.1), (7.3)]). Zum Nach-
weis von (2) dürfen wir annehmen, daß Y = Spec A ist. Zur Vereinfachung
der Schreibweise werde der in (6.1) (bzw. (6.2)) betrachtete Funktor auf der
Kategorie der A-Schemata mit F und der analoge Funktor auf der Kategorie
der komplexen Räume über S mit F ′ bezeichnet.

Es sei W0 → F eine Garbenabbildung der in der oben angegebenen
Definition des algebraischen Raumes beschriebenen Art und W1 = W0 ×F

W0. Hierbei ist W0 ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Zu idW0

gehört ein Element ξ̄ ∈ F (W0), das im Kern von F (W0) ⇒ F (W1) liegt.
Den Kokern der étalen Äquivalenzrelation W an

1 ⇒ W an
0 bezeichen wir mit

R. Die kanonische holomorphe Abbildung W an
0 → R ist étale und surjektiv,

vgl. [Kie68, Theorem 2.1]. Das Element ξ̄ ∈ F (W0) definiert ein Element
ξ̄an ∈ F ′(W an

0 ), welches im Kern von F ′(W an
0 ) ⇒ F ′(W an

1 ) liegt. Weil die
kanonische Sequenz

F ′(R) → F ′(W an
0 ) ⇒ F ′(W an

1 )

exakt ist (vgl. 1oc. cit., Satz 5.4), gibt es daher genau ein ξ ∈ F ′(R), das
auf ξ̄an abgebildet wird.

Wir behaupten, daß das Paar (R, ξ) den Funktor F ′ repräsentiert. Dazu
haben wir zu zeigen, daß für jeden komplexen Raum T über S die Abbildung

(6.3) HomS(T, R) → F ′(T ), h 7→ F ′(h)(ξ),

bijektiv ist. Offenbar darf T hierzu beliebig verkleinert werden. Insbesondere
dürfen wir T von vornherein als Steinsch annehmen. Sei B = Γ(T, OT )
die Algebra der globalen Schnitte von T und η′ ∈ F ′(T ). Es ist Xan ×S

T = (X ⊗A B)an nach (1.2). Indem wir T gegebenenfalls schrumpfen lassen,
können wir daher wegen (5.1) erreichen, daß ein η ∈ F (B) existiert mit
ηan = η′. Durch Basiserweiterung mit der durch η definierten Abbildung
Spec B → F erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

V1 V0 Spec B

W1 W0 F

h1 h0

in dem die Vi = Wi ×F Spec B Schemata lokal von endlicher Darstellung
über B sind. Vi ⇒ V0 ist eine étale Aguivalenzrelation mit Quotient Spec B
. Wegen (4.8) (3) ist folglich auch V an

1 ⇒ V an
0 eine étale Äquivalenzrela-

tion mit Quotient T . Die Abbildung han
0 definiert daher eine holomorphe
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Abbildung h : T → R, die das Diagramm

V an
0 T

W an
0 R

han
0 h

kommutativ macht. Betrachten wir die beiden Elemente η′, F ′(h)(ξ) ∈ F ′(T ).
Offenbar sind ihre Bilder in F ′(V an

0 ) gleich. Weil F ′(T ) → F ′(V an
0 ) injektiv

ist, folgt η′ = F ′(h)(ξ). Dies zeigt die Surjektivität der Abbildung (6.3).
Zum Nachweis der Injektivität dürfen wir annehmen, daß T ein ein-

punktiger komplexer Raum ist. Seien also g, h zwei holomorphe Abbildun-
gen von T in R mit F ′(g)(ξ) = F ′(h)(ξ). Weil die Abbildung W an

0 → R
lokal Schnitte besitzt, lassen sich g und h zu holomorphen Abbildungen
ḡ, h̄ : T → W an

0 hochheben. Dann liefern die Kompositionen von iW ◦ ḡ und
iW0 ◦ h̄ mit W0 → F dieselbe Abbildung T → F . Folglich gibt es eine
holomorphe Abbildung T → W an

1 , deren Komposition mit den beiden Ab-
bildungen W an

1 → W an
0 gerade ḡ bzw. H̄ ergibt. Wegen W an

1 = W an
0 ×R W an

0
folgt hieraus g = h.

7 Der relative Riemannsche Existenzsatz
Ein Morphismus Z ′ → Z von Schemata (bzw. von komplexen Räumen)
heißt étale-Überlagerung, wenn er endlich und étale ist. Mit Et(Z) werde
die Kategorie der étale-Überlagerungen von Z bezeichnet.

Sei wieder S ein Steinscher Raum und A = Γ(S, OS). Wir wollen in
diesem Paragraphen die étale-Überlagerungen eines A-Schemas von endli-
cher Darstellung mit denen des zugehörigen komplexen Raumes vergleichen.
Vorbereitend zeigen wir dazu:
(7.1) Lemma. Es sei (Xi)1≤i≤n eine endliche Familie von A-Schemata
von endlicher Darstellung. Für jedes Steinsche Kompaktum K ⊆ S sind
äquivalent:

(a) Es gibt eine Umgebungsbasis U = (Uλ) (aus offenen Mengen) von K
derart, daß Xan

i |Uλ
irreduzibel (bzw. zusammenhängend) ist für alle

i, λ.

(b) Xi ⊗A AK ist irreduzibel (bzw. zusammenhängend) für alle i.

Beweis. Zum Nachweis der Implikation (b) ⇒ (a). Wir betrachten zunächst
die nicht eingeklammerten Aussagen. Seien also die Xi ⊗ AK irreduzibel.
Es sei Yij , 1 ≤ j ≤ ni, eine endliche offen-affin Überdeckung von Xi. Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit gelte Yij ⊗ AK ̸= ∅ für alle i, j. Können
wir die Behauptung für die Familie Yij , 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ n, zeigen, so
gilt sie auch für (Xi). Wir dürfen daher voraussetzen, daß die Xi affin sind.
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Durch die Betrachtung der Normalisierung von (Xi ⊗AK)red zeigt man, daß
man zusätzlich annehmen darf, daß Xi ⊗ AK normal ist für alle i.

Nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung von K gibt es pro-
jektive A-Schemata Pi von endlicher Darstellung und offene Einbettungen
fi : Xi → Pi darart, daß Pi ⊗ AK und P an

i normal und fi ⊗ AK dominant
ist. Wegen (3.1) (6) genügt es, die Behauptung für (Pi) zu zeigen. Seien
gi : Pi → Spec A die Strukturmorphismen, und Fi := (gan

i )∗(OP an
i

) und F
der kohärente OS-Modul⊕n

i=1 Fi. Es gibt eine Umgebungsbasis U = (Uλ)λ∈I

von K derart, daß Γ(Uλ, F) → Γ(K, F) injektiv ist für alle λ (vgl. [Fri67]).
Dies bedeutet genau, daß die Homomorphismen

Γ(P an
i |Uλ

, OP an
i |Uλ

) −→ Γ(P an
i |K , OP an

i |K )

sämtlich injektiv sind. Der rechts stehende Ring stimmt wegen (4.2) mit
dem globalen Schnittring von Pi ⊗ AK überein, ist also ein Integritätsring.
Daher sind auch die globalen Schnittringe von P an

i |Uλ
Integritätsringe. Es

folgt, daß P an
i |Uλ

zusammenhängend und normal, also irreduzibel ist.
Zum Beweis der eingeklammerten Aussage. Sei Xi ⊗ AK zusammenhän-

gend für 1 ≤ i ≤ n. Nach eventueller Verkleinerung von S gibt es abgeschlos-
sene A-Unterschemata von endlicher Darstellung Yij⊆Xi , 1 ≤ j ≤ ni, derart,
daß die Yij ⊗AK genau die irreduziblen Komponenten von Xi ⊗AK sind. Da
Xi ⊗ AK zusammenhängend ist, gibt es zu je zwei Punkten x, y ∈ Xi ⊗ AK

eine Teilmenge {j1, . . . , jm} von {1, . . . , ni} mit x ∈ Yij1 ⊗AK , y ∈ Yijm ⊗AK

und Yijν ⊗ AK ∩ Yijν+1 ⊗ AK ̸= ∅ für 1 ≤ ν < m. Nach dem bereits bewiese-
nen Teil gibt es eine Umgebungsbasis U = (Uλ)λ∈I von K derart, daß Y an

ij |Uλ

irreduzibel für alle j, i, λ ist. Mit (2.5) ergibt sich hieraus die Behauptung.
Schließlich folgt die Implikation (a) ⇒ (b) ebenfalls aus (2.5).

Aus (7.1) ergibt sich noch unmittelbar:
(7.2). Es seien (Xi) eine endliche Familie von A-Schemata von endlicher
Darstellung und K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum. Dann gibt es (nach
Schrumpfung von S als Umgebung von K) abgeschlossene Unterschemata
von endlicher Darstellung Yij ⊆ Xi, 1 ≤ j ≤ ki, und eine Umgebungsbasis
U = (Uλ) von K mit:

(1) Die Y an
ij |Uλ

, 1 ≤ j ≤ ki, sind genau die irreduziblen Komponenten
(bzw. Zusammenhangskomponenten) von Xan

i |Uλ
für alle λ.

(2) Die Yij ⊗A AK , 1 ≤ j ≤ ki, sind genau die irreduziblen Komponenten
(bzw. Zusammenhangskomponenten) von Xi ⊗A AK .

Sei wieder K ⊆ S ein Steinsches Kompaktum und X ein A-Schema von
endlicher Darstellung. Für jede offene Steinsche Umgebung U von K hat
man wegen (3.1) einen natürlichen Funktor Et(X ⊗A AU ) → Et(Xan|U ).
Durch Übergang zum induktiven Limes erhalten wir den Funktor

(7.3) Et(X ⊗A AK) −→ lim−→
U

Et(Xan|U ).
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(7.4) Theorem (Relativer Riemannscher Existenzsatz). Der Funktor (7.3)
ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis. Wir überlegen uns zunächst, daß der in Rede stehende Funktor
volltreu ist, daß also für je zwei étale-Überlagerungen X ′, X ′′ ∈ Et(X) die
natürliche Abbildung
(7.5)

HomX⊗AAK
(X ′ ⊗A AK , X ′′ ⊗A AK) −→ lim−→

U

HomXan|U (X ′an|U , X ′′an|U )

bijektiv ist. Gemäß [EGA IV3, (8.8.2)], ist die Abbildung

lim−→
U

HomX⊗AU

(
X ′ ⊗ AU , X ′′ ⊗ AU

)
→ HomX⊗AK

(
X ′ ⊗ AK , X ′′ ⊗ AK

)
bijektiv. Wir dürfen annehmen, daß X ′ ⊗ AK zusammenhängend ist, vgl.
(7.2). Dann ist die Vorgabe eines X ⊗ AK-Morphismus X ′ ⊗ AK → X ′′ ⊗
AK gleichwertig mit der Vorgabe einer Zusammenhangskomponente Z von
(X ′ ×X X ′′) ⊗ AK , für die der von der ersten Projektion induzierte Mor-
phismus Z → X ′ ⊗AK ein Isomorphismum ist. Ebebnso ist ein Element aus
lim−→ HomXan|U (X ′an|U , X ′′an|U ) gegenben durch ein U , für das X ′an|U zusam-
menhängend ist, und eine Zusammenhangskomponente Z von (X ′an ×Xan

X ′′an)|U derart, daß die von der ersten Projektion induzierte Abblidung
Z → X ′|U biholomorph ist.

Seien ui ∈ HomX(X ′, X ′′), i = 1, 2, Morphismen mit uan
1 = uan

2 . Dann
gilt für die Graphen von ui:

Γan
u1 = Γuan

1
= Γuan

2
= Γan

u2 .

Mit (2.5) folgt Γu1⊗AK
= Γu1 ⊗ AK = Γu2 ⊗ AK = Γu2⊗AK

, also u1 ⊗ AK =
u2 ⊗ AK . Dies zeigt die Injektivität.

Zum Nachweis der Surjektivität sei U eine Steinsche Umgebung von K
derart, daß X ′an|U zusammenhängend ist und Z ⊆ (X ′an ×Xan X ′′an)|U eine
Zusammenhangskomponent der oben beschriebenen Art. Ohne Einschrän-
kung sei U = S. Nach weiterer Schrumpfung von S gibt es Unterschemata
von endlicher Darstellung Zi von X ′ ×X X ′′, 1 ≤ i ≤ m, derart, daß die
Zi⊗AK genau die Zusammenhangskomponenten von (X ′×X X ′′)⊗AK sind.
Wegen (7.2) dürfen wir annehmen, daß die Zan

i genau die Zusammenhangs-
komponenten von X ′an ×Xan X ′′an sind. Daher existiert ein i mit Z = Zan

i .
Gemäß (3.1) ist dann die durch die erste Projektion induzierte Abbildung
Zi ⊗ AK → X ′ ⊗ AK ein Isomorphismus. Folglich gehört Zi ⊗ AK zu einem
X ⊗ AK-Morphismus X ′ ⊗ AK → X ′′ ⊗ AK .

Es bleibt nachzuweisen, daß der Funktor (7.3) im wesentlichen surjektiv
ist. Sei dazu X′ eine étale-Überlagerung von Xan. Wir haben zu zeigen, daß
nach Verkleinerung von S als Umgebung von K eine étale-U¨berlagerung
X ′ ⊆ Et(X) existiert mit X ′an ∼= X′. Da der Funktor volltreu ist, ist dies ein
bezüglich X locales Porblem.
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Ist S klein genug, so findet man ein abgeschlossenes Unterschema von
endlicher Darstellung Y von X mit Y ⊗ AK = (X ⊗ AK)red. In dem kom-
mutativen Diagramm

Et(X ⊗ AK) lim−→U
Et(Xan|U )

Et(Y ⊗ AK) lim−→U
Et(Y an|U )

sind dann die vertikalen Pfeile Äquivalenzen von Kategorien (vgl. (2.7) und
[EGA IV4, (18.1.2)]). Wir dürfen daher annehmen, daß X ⊗ AK reduziert
ist.

Als nächstes zeigen wir, daß man X ⊗ AK sogar als normal voraussetzen
kann. Nach Verkleinerung von S gibt es ein A-Schema von endlicher Darstel-
lung X̃ und einen A-Morphismus X̃

p−→ X derart, daß X̃ ⊗ AK → X ⊗ AK

die Normalisierung von X ⊗ AK ist. p ist ein effektiver Abstiegsmorphis-
mus für die Kategorie der étale-Überlagerungen, vgl. [SGA 1, (IX 4.7)]. Zu
pan∗(X′an) ∈ Et(X̃an) gibt es nach Annahme ein X̃ ′ ∈ Et(X̃) mit (X̃ ′)an ∼=
pan∗(X′an), falls S klein genug ist. Da (7.3) volltreu ist, dürfen wir anneh-
men, daß X̃ ′ mit einem natürlichen Abstieg versehen ist. Dies liefert ein
X ′ ∈ Et(X) mit p∗(X ′) ∼= X̃ ′. Nach dem analytischen Analogon zu [SGA 1,
(IX 3.2)], ist pan : X̃an → Xan ein Abstiegsmorphismus für die Kategorie der
étale-Überlagerungen, so daß der Isomorphismus pan∗(X ′an) ∼= pan∗(X′an)
von einem Isomorphismus X ′an ∼−→ X′an herrührt.

Sei nun X affin und X ⊗ AK normal. Nach Schrumpfung von S gibt es
sodann ein projektives A-Schema P von endlicher Darstellung und eine of-
fene Einbettung X ↪→ P derart, daß P an normal und Xan ↪→ P an dominant
ist. Nach dem Theorem von Grauert–Remmert über endliche normale ana-
lytische Überlagerungen ([GR58b], vgl. auch [SGA 1, (XII 5.4)]) läßt sich X′

zu einer endlichen normalen Überlagerung Z von P an fortsetzen. Sei B die Z
definierende endliche OP an-Algebra. Gemäß (5.3) und (4.2) existiert (nach
Schrumpfung von S) eine OP -Algebra A, die als Modul von endlicher Dar-
stellung ist, mit Aan ∼= B. Für Y := Spec A gilt daher Y an ∼= Z. Ist S klein
genug, so ist X ′ := Y |X eine étale-Überlagerung von X mit X ′an ∼= X′.

(7.5) Aussage. Es seien X ein A-Schema endlicher Darstellung, X ′ und
X ′′ zwei endliche X-Schemata endlicher Darstellung sowie K ⊆ S ein Stein-
sches Kompaktum. X ′⊗AAK sei reduziert. Dann ist die natürliche Abbildung

HomX⊗AAK
(X ′ ⊗A AK , X ′′ ⊗A AK) −→ lim−→

U

HomXan|U (X ′an|U , X ′′an|U )

bijektiv.

Beweis nach einer Idee aus [Art66]. Offenbar dürfen wir annehmen, daß X
und damit auch X ′ und X ′′ affin ist. Es seien B, C und D die globa-
len Schnittalgebren von X ⊗ AK , X ′ ⊗ AK und X ′′ ⊗ AK sowie Ban :=
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lim−→ Γ(Xan|U , OXan|U ), und analog Can und Dan. Es ist Can = C ⊗B Ban und
Dan = D ⊗B Ban. Wir haben zu zeigen, daß die kanonische Abbildung

HomB(D, C) −→ HomBan(Dan, Can), u 7→ uan

bijektiv ist. Da der Homomorphismus C → Can nach (5.10) treuflach, ins-
besondere injektiv ist, ist diese Abbildung injektiv. Zum Nachweis der Sur-
jektivität dürfen wir voraussetzen, daß C normal ist: Sei nämlich C → C
die Normalisierung von C und die Aussage für C bereits bewiesen. Weil
Can eine treuflache C-Algebra ist, gibt Can ∩ C = C. Sei v : Dan → Can

ein Ban-Algebrahomomorphismus. w : Dan → C
an bezeichne die Kompo-

sition von v mit Can → C
an. Aufgrund unserer Annahme gibt es einen B-

Algebrahomomorphismus u : D → C mit uan = w. Wegen u(D) ⊆ Can∩C =
C induziert u einen Homomorphismus der gewünschten Art. Sei daher nun
C normal. Wir dürfen ferner annehmen, daß C auch nullteilerfrei ist.

Da die Vorgabe eines B-Homomorphismus D → C gleichwertig mit der
Vorgabe eines C-Homomorphismus D⊗B C → C ist, und da Dan⊗Ban Can =
(D ⊗B C)an gilt, dürfen wir zusätzlich voraussetzen daß B = C ist. Weiter
können wir D als reduziert annehmen. Ist p ein Primideal in D, so ist das
Erweiterungsideal pDan wieder prim, vgl. (7.1) und (2.7). Daher können wir
D sogar als nullteilerfrei voraussetzen. Wir haben dann noch zu zeigen, daß
B → D genau dann bijektiv ist, wenn dies für Ban → Dan gilt. Dies resultiert
aus der Treuflachheit von Ban über B.

(7.6) Aussage. Es seien X ein A-Schema von endlicher Darstellung, T
eine abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von X und K ⊆ S ein Stein-
sches Kompaktum. X ⊗A AK sei normal und es gelte

codim(T ⊗A AK , X ⊗A AK) ≥ 1.

Dann definiert der Funktor X ′ 7→ X ′ ⊗A AK eine Äquivalenz zwischen der
Kategorie aller endlichen normalen Überlagerungen von X ⊗A AK , die au-
ßerhalb von T ⊗A AK étale sind, und der Kategorie der Keime bezüglich
K der endlichen normalen Überlagerungen von Xan, die außerhalb von T an

étale sind.
Der Beweis von (7.6) ist wegen (7.5) analog zu dem letzten Teil des

Beweises von (7.4).
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