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Einleitung

Im Jahre 1956 zeigte J.-P. Serre in seiner Arbeit ,,Géometrie algébrique et
géometrie analytique “, dafl die Theorien der kohérenten Garben iiber einem
projektiven algebraischen C-Schema X und iiber dem zugehorigen komple-
xen Raum X2" dquivalent sind. Dieses Resultat wurde spéter von A. Gro-
thendieck auf den Fall kompletter Schemata ausgedehnt, vgl. auch | ].
In seinen Vortragen im Séminaire H. Cartan wies dann A. Grothendieck auf
die Notwendigkeit hin, eine relative Theorie der Schemata iiber geringten
Ré&umen, insbesondere iiber komplexen Raumen, zu entwickeln. Wesentli-
che Grundlage sollte dabei der Satz von H. Grauert und R. Remmert iiber
projektive holomorphe Abbildungen | | sein. Eine derartige Theorie
wiirde dann insbesondere Anwendungen der problemloseren algebraischen
Methoden in der analytischen Geometrie ermoglichen.

Dieses Programm ist inzwischen von M. Hakim in einem allgemeineren
Rahmen zum Teil durchgefithrt worden ([ ]). Dabei wird allerdings
ein relativ aufwendiger Begriffsapparat verwendet. Es erscheint daher insbe-
sondere im Hinblick auf die zahlreichen Anwendungen dieser Theorie (Ver-
gleichssatz fiir die de Rham-Kohomologie, verschiedene Modulprobleme bei
yalgebraischen “ holomorphen Abbildungen, Divisorenklassengruppen ana-
lytischer Algebren [ | usw.) sinnvoll, speziell fiir den Fall eines komple-
xen Raumes als Basisraum, einen elementareren Zugang zu diesen Ergeb-
nissen zu geben. Genau dies ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl analoge Untersuchungen im Falle der
nichtarchimedischen Funktionentheorie von U. Kopf in | | angestellt
wurden.

Unsere Vorgehensweise 1483t sich folgendermaflen darstellen. Sei S ein
Steinscher Raum und X ein Schema lokal von endlicher Darstellung iiber
der zu S gehorigen Steinschen Algebra A = I'(S, Og). Diesem Schema kann
man in natiirlicher Weise einen komplexen Raum X?" iiber S zuordnen.
In § 1 sind die wichtigsten formalen Eigenschaften dieser Zuordnung zusam-
mengestellt: Flachheit der kanonischen Abbildung X?" — X, Vertréaglichkeit
mit Faserprodukten und Basiserweiterungen, Skalarrestriktion usw..

In § 2 werden algebraische und topologische Eigenschaften des Schemas
X mit denen des zugehorigen komplexen Raumes X" verglichen. Fiir die
algebraischen Eigenschaften ergibt sich dabei ein Korrespondenzprinzip, das
sich etwa folgendermaflen umreiflen 148t. Sei E eine ,,gute , Eigenschaft fiir
lokale noethersche Ringe, zum Beispiel Regularitit, Normalitiat, Reduziert-
heit usw.. Dann gibt es zu jedem Steinschen Kompaktum K C .S mit Schnit-
tring Ax = I'(K, Og) nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung
von K eine abgeschlossene Teilmenge T von X mit folgenden Eigenschaften:
(1) T ®4 Ak ist die Menge der Punkte © € X ®4 Ak, in denen der Ring
Ox die Eigenschaft E nicht hat. (2) 7%" ist die Menge der Punkte aus X?",
in denen Oxan die Eigenschaft E nicht hat. Ist X quasikompakt, so gilt




dartiberhinaus: Genau dann hat X ® 4 Ax die Eigenschaft E, wenn dies fiir
den Keim von X#" beziiglich K gilt. Hierbei bezeichnet T'® 4 Ax das Urbild
von T unter der Projektion X ® 4 Ax — X und 72" das Urbild von T unter
Xa — X. Die Notwendigkeit zur Einbeziehung Steinscher Kompakta ergibt
sich dabei aus der Tatsache, da3 X i. a. kein lokal noethersches Schema ist,
wahrend dies fiir X ® 4 A aufgrund des Satzes von Frisch der Fall ist.

Speziell fir X = SpecA und K = {so} mit sp € S erhilt man das
bekannte Korrespondenzprinzip in der analytischen Geometrie (siehe etwa
[ |) zurtick, wéhrend sich fir S = SpecC die diesbeziiglichen
Ergebnisse aus | , Exp. XII] ergeben.

In § 3 vergleichen wir die Eigenschaften eines Morphismus f: X — Y von
A-Schemata endlicher Darstellung mit denen der zugehorigen holomorphen
Abbildung f2": X*" — Y?". Sei nun f eigentlich und F ein quasikohérenter
Ox-Modul. In § 4 zeigen wir den Vergleichssatz ((4.2)): Die kanonischen
Homomorphismen RP f,(F)** — RP f2*(F?") sind bijektiv fiir alle p. Hierbei
bezeichnet F2" das Urbild von F unter der Abbildung X" — X. Unter
Heranziehung dieses Satzes geben wir dann einige einfache Félle an, in denen
der Funktor X — X®" mit der Bildung von Kokernen vertraglich ist.

Alsdann beweisen wir in § 5 den Existenzsatz, den man folgendermafien
formulieren kann (vgl. (5.3)): Ist X ein eigentliches A-Schema von endlicher
Darstellung und K C S ein Steinsches Kompaktum, so ist die Kategorie der
kohérenten Modul auf X ® 4 Ax dquivalent zu der Kategorie der Keime be-
ziiglich K von kohérenten Modul auf X?". Aus diesem Satz ergibt sich eine
Reihe von Folgerungen, von denen nur zwei erwahnt seien. Die Picardsche
Gruppe Pic(X ®4 Ag) ist isomorph zur Gruppe der Keime beziiglich K
von Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf X?" (vgl. (5.4)). Der Ring
der meromorphen Funktionen auf X ® 4 Ax ist kanonisch isomorph zum
Ring der Keime beztiglich K von meromorphen Funktionen auf X?" ((5.8)).
Aus dem Vergleichssatz zusammen mit dem Existenzsatz folgt sofort der
obenerwiahnte Satz von Grauert—Remmert iiber projektive holomorphe Ab-
bildungen ((5.11)).

Es seien Y ein (nicht notwendig Steinscher) komplexer Raum und § =
P,.cn Sn eine graduierte Oy-Algebra endlichen Typs mit kohdrenten homo-
genen Komponenten. Ahnlich wie in | | kann man S ein homogenes analytisches Spektrum
X = Proj*" S zuordnen. Mit dem Existenz- und Vergleichssatz folgt, daf3
die in loc. cit. angegebene Beschreibung der kohédrenten Modul auf X durch
graduierte S-Modul auch in dem hier betrachteten Fall giiltig bleibt (vgl.
(5.12)).

In § 6 wenden wir den Existenzsatz an, um aus den bekannten algebrai-
schen Darstellbarkeitssédtzen fiir den Hilbertschen und Picardschen Funktor
( ]) analoge Resultate im analytischen Fall abzuleiten.

Sei X wieder ein (nicht notwendig eigentliches) Schema von endlicher
Darstellung iiber der Steinschen Algebra A = T'(S, Og) und K C S ein Stein-
sches Kompaktum. Im letzten Paragraphen zeigen wir, dafy die Kategorie der




étale-Uberlagerungen von X ®4 Ag dquivalent ist zur Kategorie der Keime
beziiglich K von étale-Uberlagerungen von X" (Relativer Riemannscher Existenzsatz

(7.4)). Der in | , Exp. XII] fur den Spezialfall A = C hierfiir angegebe-
ne Beweis, der sich wesentlich auf den Satz von Grauert—Remmert tiber die
Fortsetzung normaler analytischer Uberlagerungen (| ], vgl. auch loc.

cit.) stiitzt, 1aBt sich in die hier betrachtete allgemeine Situation {ibertragen.

Die Bezeichnungen iibernehmen wir aus EGA; dabei brauchen Schema-
ta geméfl neuerem Sprachgebrauch nicht mehr separiert zu sein. Ist ferner
a ein Ideal der Strukturgarbe eines lokalgeringten Raumes X, so sei D(a)
das Komplement der Nullstellenmenge V' (a) von a in X. Fir eine Teilmenge
E von I'(X, Ox) sei analog V(E) := V(OxFE) und D(E) := X \ V(E). Fiir
einen Modul M iiber dem Ring A bezeichne uM = pa M die Minimalanzahl
von Erzeugenden von M. Ist A noethersch, so sei Sing A die Singularititen-
menge von Spec A.

Herr Prof. Dr. R. Remmert gab mir die Moglichkeit, die vorliegende
Arbeit in dieser Schriftenreihe zu veréffentlichen. Dafiir sei ihm hier beson-
ders gedankt. Weiterhin méchte ich den Herren Professoren G. Scheja und
U. Storch fiir ihre Unterstiitzung meinen herzlichen Dank aussprechen. Frau
1. Planker, Bochum, danke ich fiir ihre Sorgfalt bei der Anfertigung der
Druckvorlagen.

1 Der zu einem Schema gehorige komplexe Raum

Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = I'(S, Og) die zugehorige
Steinsche Algebra. X sei ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Fiir
jeden (nicht notwendig separierten) komplexen Raum Z iiber S sei Fix(Z) =
Homy4(Z, X) die Menge der A-Morphismen von lokalgeringten Raumen von
Z in X. Man hat so einen kontravarianten Funktor F'x von der Kategorie
der komplexen Réume iiber S in die Kategorie der Mengen definiert.

(1.1) Satz. Der Funktor Fx ist darstellbar, d. h. es gibt einen komplexen
Raum X3 dber S und einen A-Morphismus ix: X*" — X derart, daf$ die
Abbildung

Homg(Z, X*") —s Homu(Z, X), hr ixoh,

fiir jeden komplexen Raum Z dber S bijektiv ist. Fiir x € X" ist der zu ix
gehorige Homomorphismus

OX,'L'X (x) — Oxan T

flach und induziert einen Isomorphismus in den Komplettierungen. X2"
heifit der zu X gehdrige komplere Raum.

Beweis. Gilt der Satz fiir X, so auch fir jedes Unterschema Y von X lo-
kal von endlicher Darstellung: Sei zunédchst Y ein offenes Unterschema von



X. Dann ist i}l (Y), versehen mit der von X*" induzierten Struktur, ein
offener analytischer Unterraum von X®". Offenbar besitzt iy (V) die Y2
definierende universelle Eigenschaft. Die Aussage iiber die Ringhomomor-
phismen ist ebenfalls erfiillt. Sei nun Y ein abgeschlossener Unterraum von
X, definiert durch das endliche Ideal a von Ox. Dann ist Y?" der durch
das kohérente Ideal aOxan definierte abgeschlossene analytische Unterraum
von X" Da Komplettierung und Restklassenbildung bei noetherschen Rin-
gen miteinander vertraglich sind, ergibt sich die Aussage iiber die zu iy
gehorigen Ringhomomorphismen unmittelbar aus der entsprechenden Aus-
sage iiber ix. Aus diesen beiden Spezialféllen folgt sofort der allgemeine Fall
eines beliebigen Unterschemas von endlicher Darstellung.

Der Satz gilt, falls X = Spec B affin ist. Nach dem Bewiesenen geniigt

es, den Fall eines Polynomringes B = A[ty,...,t,] zu betrachten. Zu dem
kanonischen A-Algebrahomomorphismus Afty,...,t,] — I'(SxC", Ogxcn)
gehort nach | , ERRATA ET APPENDA, 1.8.1] ein Morphismus von
lokalgeringten Rédumen S x C" — Spec A[t1,...,t,], der das Diagramm

S xC" S

{ Jz‘s

X =SpecAlty,...,t,] — Spec A

kommutativ macht. Das Paar (S x C", ) besitzt die X*" definierende univer-
selle Eigenschaft. Zu zeigen bleibt die Aussage tiber ix. Sei (s,a1,...,ay,) €
S x C", m(s) das zu s gehorige maximale Ideal von A sowie 9t das von
m(s) und t; —a;, 1 < i < mn,in Alty,...,t,] erzeugte maximale Ideal. Es
ist ix(s,a1,...,a,) =M. Bekanntlich ist Ay(,) noethersch und der kanoni-
sche Homomorphismus Ay ;) — Og s induziert einen Isomorphismus in den
Komplettierungen. Wegen

Altr, s talm = Amo) [t - - tnl(m(s), tr—ai,.tn—an)
und -
(OSXC”,(s,a1,...,an))/\ = OS,S[[tl — Q1,5 ln — an“]

gilt die entsprechende Aussage auch fir die Erweiterung

A[tl, ce ,tn]gﬁ — OSXC",(s,al,...,an)'

Der allgemeine Fall 148t sich nun auf die behandelten Spezialfélle zuriick-
fiihren: Sei (X;);cs eine offen-affine Uberdeckung von X. Nach dem ersten
Teil des Beweises lassen sich die X", ¢ € I, zu einem komplexen Raum X"
iiber S zusammenkleben, der die geforderten Eigenschaften hat. O

Die Zuordnung X — X?" ist funktoriell: Zu einem A-Morphismus f: X —
Y gehort eine holomorphe S-Abbildung X2" — Y2" die wir mit f*" bezeich-
nen.



Der Funktor X — X2 kommutiert mit Faserprodukten: Sind X, Y und
Z drei A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und X — Z,Y — Z
A-Morphismen, so ist

(X Xz Y)an = X" X zan yan,

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dal X xz Y ein Produkt von X
und Y in der Kategorie der geringten Rdume mit lokalen Ringen iiber Z ist,
vgl. [ , ERRATA ET APPENDA, 3.2.9].

Fiir einen Ox-Modul F setzen wir F*" := i (F). Wegen (1.1) ist F
Fa ein exakter Funktor.

Wir fithren noch folgende Abkiirzungen ein: Ist M eine beliebige Teil-
menge von S, so sei Ay :=T'(M, Og). Fiir einen komplexen Raum Z iiber S
mit Strukturmorphismus f: Z — S bezeichne Z|j; den C-geringten Raum
(f~1(M), Ozlp-1(ar))- Ist M offen, so ist Z|p wieder ein komplexer Raum.
Fiir eine beliebige Teilmenge T von Z (bzw. einen Oz-Modul F) sei ebenso
T|ar =T N f7HM) (bzw. Flas = Flp—1(an)-

(1.2). Basiserweiterung. Sei S’ — S eine holomorphe Abbildung Steinscher
Réume und A" := T'(S",Og/). Fiir jedes A-Schema X lokal von endlicher
Darstellung ist dann

(X @4 A" = X xg 5.
Speziell gilt fiir einen offenen Steinschen Unterraum U C S
(X ®A AU)an — X&H‘U‘

Beweis. Es gibt einen natiirlichen A’-Morphismus i: X xg S’ — X @4 A'.
Man priift leicht, dafl das Paar (X" xg.5’,i) die (X ®4 A’)*" definierende
universelle Eigenschaft besitzt. O

(1.8). Skalarrestriktion. Es sei S’ — S eine holomorphe Abbildung Stein-
scher Raume, A" = T'(S’,Og/) und X’ ein A’-Schema lokal von endlicher
Darstellung. X', aufgefafit als A-Schema, werde mit X bezeichnet. Ist dann
X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung und ist dim S’ < oo, so gilt
xXan — X/an.

Beweis. Sei f': X' — Spec A’ der Strukturmorphismus. Zu f'oix: X" —
Spec A" gehort wegen dim S’ < oo eine holomorphe S-Abbildung ¢: X** —
S’ vel. | ,§1]. Sei Z % S" ein komplexer Raum iiber S’ und ®: Z — X’



ein A’-Morphismus.

Es gibt eine holomorphe S-Abbildung h: Z — X" mit & = ix o h. Aus
iggopoh=foixoh=fo®d=igog

folgt ¢ o h = g. Daher ist h ein S’-Morphismus. Die Eindeutigkeit von h ist
trivial. O

Wir notieren die folgende fiir Reduktionen niitzliche Variante von (1.2):

(1.4). f: X = Y sei ein Morphismus von A-Schemata lokal von endlicher
Darstellung. Dabei sei Y = Spec B affin. Sei C = ['(Y*", Oyan) die zu
Y gehorige Steinsche Algebra. Dann ist X ® g C' ein C-Schema lokal von
endlicher Darstellung und es gilt

(X ®B C)an — xan

als komplexe Raume iiber Y?".

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem oben bereits verwendeten Satz von
Igusa—Forster (| , § 1]), wenn man noch beachtet, dafl B dicht in C
liegt.

2 Korrespondenz algebraischer und topologischer
Eigenschaften

Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus § 1 bei. Sei K C S
ein Steinsches Kompaktum, das ist eine semianalytische kompakte Teil-
menge von S, die eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen be-

sitzt. Der Ring Ax = I'(K, Og) ist dann noethersch ([ ]), ausgezeichnet
( , § 1]) und Restklassenring eines reguldren Ringes. Letzteres folgt
aus

(2.1) Lemma. Seien Z ein Steinscher Raum, Y ein abgeschlossener Un-
terraum von Z und K ein Steinsches Kompaktum in Y. Dann ist K auch
ein Steinsches Kompaktum in Z.



Beweis. Sei W eine offene Umgebung von K in Z. Wir wéhlen eine Y -offene
Steinsche Menge V mit K C V' € W. Nach einem (bisher unveréffentlichten)
Satz von A. Douady gibt es eine in Z offene Steinsche Menge U mit U N
Y = V. Gema8 | ] besitzt der abgeschlossene Unterraum U N'Y von
U eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen. Daher findet man
eine offene Steinsche Menge D in U mit UNY C D C U NW. Hieraus folgt
die Behauptung. O

Wir benétigen zunéchst:

(2.2). Seien K C L zwei Steinsche Kompakta in S und X ein A-Schema
lokal von endlicher Darstellung. Dann ist der kanonische Morphismus

X @4 A =5 X @4 A
reguldr.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal Spec Ax — Spec Ay, regulér ist. Sei da-
zu p C Ak ein Primideal und q = p N Ar. Wir haben zu zeigen, daf}
(Ar)p/a(Ak)p (geometrisch) regulér ist. Dazu diirfen wir annehmen, daf
q = 0 gilt. Sei a C Og ein kohérentes Ideal, dessen Nullstellenmenge mit
der Singularitdtenmenge von S tbereinstimmt und a := I'(L, a). Dann gilt
bekanntlich V(a) = Sing A7, und V(aAg) = Sing Ax. Da Ay, ein Integri-
tdtsring ist, ist a verschieden vom Nullideal. Folglich ist aAx & p, d. h.
(Ak)yp ist regulér.
DaB iy, i regulér ist, ergibt sich nun beispielsweise aus | , (6.8.3)].
O

Sei F ein Ox-Modul. Ist M C S, so bezeichne F ®4 Aps das Urbild von
F unter der Projektion X ® 4 Apy — X. Fiir eine beliebige Teilmenge T" von
X sei T ®4 Ay das Urbild von T in X ® 4 Apy sowie T2 .= z';(l(T) C Xon,
Mit diesen Notationen gilt

(2.3). Sei F ein endlicher quasikohédrenter Ox-Modul und E eine der folgen-
den Eigenschaften fiir endliche Moduln iiber lokalen noetherschen Ringen:

Trivialitdt (d. h. Nullsein) bzw. Freiheit.

)

2) p <n bzw. dim. proj < n..
) torsionslos bzw. reflexiv zu sein.
)

(1
(
(3
(4) (Sn)-

(5) coprof < n bzw. CM-Modul.

Seien K C L zwei Steinsche Kompakta. Es sei Tk die Menge der Punkte
x € X ®y Ak, fur die der Ox-Modul (F ® 4 Ak), die Eigenschaft E nicht
hat, und analog T7. Dann ist T}, abgeschlossen und es gilt

T = iy 5 (T1).



Beweis. Dafl die Mengen T}, fir die unter (1) bis (3) aufgezdhlten Eigen-
schaften abgeschlossen sind, ist klar. Fiir die Eigenschaften aus (4) und (5)
ergibt sich die Abgeschlossenheit daraus, dafl X ® 4 A, lokal in ein regu-
lares Schema einbettbar ist, vgl. | , (6.11.2)]. Die Beziehung Tx =
it % (T1) resultiert wegen (2.2) aus den folgenden Aussagen: Sei B — C' ein
lokaler Homomorphismus lokaler noetherscher Ringe derart, dafl der zuge-
horige Morphismus Spec C — Spec B regular ist, und N ein endlicher B-
Modul. Genau dann ist N Null bzw. frei, wenn dies fiir den C-Modul N®gC
gilt. Es ist upN = pc N ® g C' und dim. projg N = dim. projo N ®p C. Ge-
nau dann ist IV torsionslos bzw. reflexiv, wenn dies fiir N®pC' gilt. N geniigt
der Bedingung (Sy,) dann und nur dann, wenn dies fir N ®p C gilt (|

, (6.4.2)]). Es ist coprof g N = coprofo N®@p C (] , (6.3.2)]). O

Wichtiger sind die folgenden, nur fiir Ringe definierten Eigenschaften.

(2.4). Sei a C Ox ein endliches Ideal und E eine der folgenden Eigenschaf-
ten fiir lokale noethersche Ringe bzw. fiir ein Ideal in einem solchen Ring.

) (Rn).
2) Regularitdt bzw. Normalitdt bzw. Reduziertheit.
)

(1
(
(3
(

Vollstandiger Durchschnitt bzw. Gorensteinring.
4) ht > n.

Sei Tk die Menge der Punkte x € X ®4 A, fir die O, bzw. (a ®4 Ax)z
die Eigenschaft E nicht hat, und analog T7,. Dann ist T, abgeschlossen und
es ist

T = iy 5 (T1).

Der Beweis von (2.4) verlduft analog zu dem Beweis von (2.3). Die Ab-
geschlossenheit von 77, folgt hier fiir die unter (1) und (2) angegebenen
Eigenschaften aus der Tatsache, dafl X ®4 Ay ein ausgezeichnetes Schema
ist, vgl. | , (7.8.3)].

Fiir die Eigenschaften aus (3) geniigt es, folgendes zu zeigen. Sei B — C
ein flacher Homomorphismus regulérer Ringe, b C B ein Ideal, t C C ein bC
umfassendes Primideal und q := v N B. Genau dann ist (B/b)q ein vollstan-
diger Durchschnitt bzw. Gorensteinring, wenn dies fiir (C'/bC), gilt. Ferner
ist die Menge der Primideale q, fiir die (B/b), ein vollstandiger Durchschnitt
bzw. Gorensteinring ist, offen in Spec B/b.

Dies resultiert unmittelbar aus den folgenden Tatsachen. (B/b)q ist voll-
standiger Durchschnitt genau dann, wenn by von einer Primfolge erzeugt
werden kann. Genau dann ist (B/b)q Gorensteinsch, wenn Ext%(B/b, B)g
als (B/b)q-Modul frei (vom Rang 1) ist. Hierbei ist s die Hohe von by.

Zur spateren Verwendung zeigen wir



(2.5). Es sei K C S ein Steinsches Kompaktum. Ist dann X quasikompakt
und 7' C X konstruierbar, so sind dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K mit T%"|y = @.
(b) T®as A = 2.

Beweis. Mit f: X — Spec A werde der Strukturmorphismus bezeichnet.
Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, dafl es geniigt, den Fall X = Spec A zu
betrachten. Jedenfalls diirfen wir annehmen, da3 T'= X affin ist. Es gilt

JEXE) = f(X)™ sowie  f®@Ag(X ® Ak) = f(X) ® Ak.

Daher ist (a) gleichwertig damit, daff man S als Umgebung von K derart
wéhlen kann, da§ f(X)*" = & ist (vgl. auch (1.2)), wéhrend (b) bedeutet,
daB f(X) ® Ax = @ ist. Da f(X) nach dem Konstruierbarkeitssatz von
Chevalley ([ , (1.8.4)]) uberdies eine konstruierbare Teilmenge von
Spec A ist, ist die gewiinschte Reduktion gezeigt.
Sei nun X = Spec A. Es gibt endlich erzeugte Ideale a;,b; C A, 1 < i < n,
mit
n
T= U V(al) N D(bz)
i=1
Ohne Einschrankung sei n = 1. Bedingung (b) ist dann dquivalent dazu,
dafBl b1 A C /a1 Ak ist. Hingegen besagt (a), dafl es eine Umgebung U von
K mit V(110y) N D(b10y) = @ gilt. Die Gleichwertigkeit von (a) und (b)
folgt nun aus dem Nullstellensatz. O

(2.6) Definition. Sei F ein endlicher quasikohdrenter Ox-Modul. Eine
Eigenschaft E, die fiir endliche Modul iiber lokalen noetherschen Ringen de-
finiert ist, heifit korrespondierend fiir F, wenn gilt: Ist K C S ein Steinsches
Kompaktum, so gibt es nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung
von K eine abgeschlossene konstruierbare Menge T' C X mit folgenden FEi-
genschaften:

(1) T ®4 Ag ist die Menge der Punkte x aus X ®4 Ak, in denen (F @4
Ak)z die Eigenschaft E nicht hat.

(2) T?" ist die Menge der Punkte aus X?", in denen F?" die Figenschaft
E nicht hat.

Ist E eine Eigenschaft lokaler noetherscher Ringe, so definiert man analog,
wann E korrespondierend fir Ox heiffen soll.

Man beachte, dal T' (nach eventueller Verkleinerung von S) durch 7' ® 4
Ag eindeutig bestimmt ist, falls X quasikompakt ist, vgl. | , (8.3.11)].
Betrachten wir noch den Spezialfall X = Spec A. Die Vorgabe von F
ist dann im wesentlichen dquivalent mit der Vorgabe eines kohdrenten Og-
Moduls, den wir wieder mit F bezeichnen wollen. E ist korrespondierend
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fir F genau dann, wenn es zu jedem Steinschen Kompaktum K C S nach
eventueller Verkleinerung von S ein endliches Ideal Z C Ox mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(1) V(I'(K,Z)) ist die Menge der Primideale q C Ag, fiir die der (Ax)q-
Modul I'(K, F)4 die Eigenschaft £ nicht hat.

(2) V(Z) ist die Menge der Punkte s € S, fiur die F; die Eigenschaft £
nicht hat.

(2.7). Korrespondenz algebraischer Eigenschaften. X sei ein A-Schema lo-
kal von endlicher Darstellung, F ein endlicher quasikohirenter Ox-Modul
und a C Ox ein endliches Ideal. Sei F eine der in (2.3) und (2.4) betrachteten
Figenschaften fiir Ringe bzw. Modul bzw. Ideale. Dann ist E korrespondie-
rend. Ist X auflerdem quasikompakt, so sind fiir jedes Steinsche Kompaktum
K C S dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, dal X**|y bzw. F2" |y
bzw. a®*|y; die Eigenschaft E hat.

(b) X ®4 Ag bzw. F ®4 Ag bzw. a ®4 Ax hat E.

Beweis. Es sei L C S ein Steinsches Kompaktum mit K C L sowie U
eine offene Steinsche Umgebung von K mit K C U C L. Die Mengen 17,
und Tk seien wie in (2.3) und (2.4) definiert. T' := T, ®4, Ay ist eine
abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von X ® 4 Ay mit T ® 4 A = Tk,
vgl. (2.3) und (2.4). Sei i: X**|, — X ®4 Ay, der kanonische Morphismus.
Dann ist i 71(77,) die Menge der Punkte z € X®|p, fiir die Oxan , bzw. Fan
bzw. ai" die Eigenschaft E nicht hat. Wir ersetzen nun S durch U. Dann hat
T die in (2.6) angegebenen Eigenschaften. Folglich ist E korrespondierend.
Schliefllich ergibt sich die Gleichwertigkeit von (a) und (b) aus (2.5). O

Wir wollen nun die Dimension eines A-Schemas mit der des assoziierten
komplexen Raumes vergleichen.

(2.8) Aussage. Seien X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstel-
lung und K C S ein Steinsches Kompaktum. Dann gibt es (nach Schrump-
fung von S) abgeschlossene konstruierbare Teilmengen T,, von X mit:

(1) Es ist TZ" die Menge der Punkte x € X®", fir die dim Oxan , > n gilt.

2) T,,®4 Ak ist die Vereinigung der irreduziblen Komponenten von X ® 4
gung p
Ak, deren Dimension > n ist.

Ferner gilt fiir jede hinreichend kleine Umgebung U von K

dim X @4 Ag = dimXan|U.
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Beweis. Wir zeigen als erstes, dafl fiir jedes (nicht notwendig eigentliche)
A-Schema X von endlicher Darstellung und jede Umgebung U von K die
Ungleichung dim X ® A < dim X?*"| gilt. Dazu darf man X als affin anneh-
men. Sei k := dim X ® Ag. Es gibt nach Verkleinerung von S konstruierbare
Teilmengen X; C X;41 von X derart, daf3

Xo®Ag < X1 Q@A < - < X ® A

eine Kette von irreduziblen Mengen ist. Nach (7.1) findet man eine Um-
gebungsbasis (Uy) von K derart, da8 die X{"|y, sémtlich irreduzibel sind.
Zusammen mit (2.5) zeigt dies die Giiltigkeit der obigen Ungleichung.

Sei nun X eigentlich iiber A. Dann gibt es eine Umgebung U von K
mit dim X*"|y = dim X?"|g =: [, vgl. (3.1). Mithin existiert ein Punkt
x € X*|g mit | = dim Oxan , < dim X ® Ag. Folglich gilt dim X ® Ax =
dim X®" |y fiir hinreichend kleines U. Ist S klein genug, so gibt es abgeschlos-
sene konstruierbare Mengen X; C X, 1 < ¢ < m, sowie eine Umgebungsbasis
(Ux) von K dergestalt, dafl die X;® Ax (bzw. X |y, ) genau die irreduziblen
Komponenten von X ® Ag (bzw. X*"|y,) sind, vgl. (7.2). Wir diirfen an-
nehmen, da8 S unter den Uy vorkommt und daf dim X; ® Ag = dim X"y,
ist fur alle <. Man braucht dann nur noch 7, als die Vereinigung tiber alle
X; mit dim X; ® Ax > n zu wéihlen. O

Ohne Endlichkeitsvoraussetzung verliert (2.8) seine Giiltigkeit, wie das
folgende triviale Beispiel zeigt: S := C mit Koordinate z, X = SpecA,
und K := {0}. Dann ist dim X ®4 Axg = 0, aber dim X*"|; = 1 fiir jede
Umgebung U von 0.

Wenden wir uns nun den topologischen Eigenschaften zu.

(2.9). Es sei X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Fiir jede
lokal konstruierbare Teilmenge T" von X gilt dann

T =T,

Beweis. Man darf annehmen, daf§ X affin ist. Sei U C S ein relativkompak-
ter offener Steinscher Unterraum. Da die Ringerweiterung A — Ay flach ist,
gilt fiir die Projektion p: X®4 Ay — X dann p~(T) = p~1(T) =T ®4 Ay,
vel. | , (2.3.10)]. Zusammen mit (1.2) zeigt dies, dafl die Behaup-
tung lokal beziiglich S ist. Mit den Resultaten aus | , Chapitre §]
kann man sich nun auf den Fall beschranken, dafl T offen und dicht in X ist.
Wir setzen H = X \ T. Fiir jedes Steinsche Kompaktum K C S gilt dann
codim(H ®4 Ag, X ®4 Ag) > 1. Hieraus folgt codim(H?", X?") > 1 nach
(2.7). Daher ist H*" nirgends dicht in X" und folglich 7" = X\ H?"
wie behauptet, dicht in X?2". O

Aus (2.9) zusammen mit (2.5) folgt beispielsweise:
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(2.10). X sei ein quasikompaktes A-Schema lokal von endlicher Darstellung
und T eine konstruierbare Teilmenge von X. Fiir jedes Steinsche Kompak-
tum K C S sind dann dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, daf§ 7%"|y dicht (bzw.
abgeschlossen bzw. offen) in X?"|y ist.

(b) T ®4 Ak ist dicht (bzw. abgeschlossen bzw. offen) in X ® 4 Ag.

Wie die irreduziblen Komponenten (bzw. Zusammenhangskomponenten )
eines A-Schemas mit denen des zugehorigen komplexen Raumes zusammen-
héngen, zeigen wir in § 7.

3 Korrespondenz bei Morphismen

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien weiter wie in § 1. Wir wollen
die Eigenschaften eines Morphismus von A-Schemata mit denen der zuge-
horigen holomorphen Abbildung vergleichen.

(3.1) Satz (Korrespondenz bei Morphismen). X und Y seien quasikom-
pakte A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und f: X — Y ein A-
Morphismus von endlicher Darstellung. Sei P die Eigenschaft

(1) flach (bzw. unverzweigt bzw. étale bzw. glatt)
(2) surjektiv (bzw. universell injektiv)

(3) Isomorphismus (bzw. offene Einbettung bzw. abgeschlossene Finbettung
bzw. Einbettung)

(4) separiert (bzw. Monomorphismus)
(5) eigentlich (bzw. endlich)
(6) dominant
zu sein. Fir jedes Steinsche Kompaktum K C S sind dann dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, dafi f*"|y: X*"|y —
Y2y die Eigenschaft P hat.

(b) f@aAr: X @4 Ax — Y ®4 Ag hat die Eigenschaft P.
Beweis. Sei L ein Steinsches Kompaktum mit K C L. Es seien
Z':Xan‘L—>X®AL, j:Yan‘L—>Y®AL

und
ink: X@Ax - X ®AL, jox:Y®Axk =Y ®@AL
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die kanonischen Morphismen. Zum Nachweis der Aquivalenz von (a) und
(b) diirfen wir annehmen, dafl Y affin ist.

Sei P zunéchst eine der in (1) angegebenen Eigenschaften und 77, die
Menge aller Punkte aus X ® Ay, in denen f® Ay, die Eigenschaft P nicht hat,
und analog Trx. Gemaf [ , (11.1.1), (12.1.7)] ist Ty, abgeschlossen
in X ® Ap. Es ist i~ }(T,) die Menge der Punkte aus X?7|, in denen f2"
die Eigenschaft P nicht hat. Ferner gilt i, % (TL) = Tk, vgl. | ,
(17.7.1)]. Die Gleichwertigkeit von (a) und (b) ergibt sich nun aus (2.5).

Analog verfihrt man bei der Eigenschaft ,Surjektivitat®.

Sei nun P die Eigenschaft, universell injektiv zu sein. Eine Abbildung von
Schemata ist genau dann universell injektiv, wenn sie radiziell ist, wihrend
fiir Abbildungen komplexer Rédume die Begriffe ,universell injektiv* und
Hinjektiv* zusammenfallen. Mit 77, werde die Menge aller Punkte y € Y®Ap,
bezeichnet, deren Faser (X ® A ), nicht radiziell iiber dem Restekorper x(y)
ist, und analog Tk. Nach | , (9.6.1)] ist Ty, konstruierbar in Y ® Ay..
Etwa unter Verwendung von (1.3) sieht man, da j~(7}) genau aus den
Punkten y € Y?"|; besteht, deren Faser Xy mindestens zweipunktig ist.
Ferner ist jE}K(TL) = Tk wegen [ , (3.5.7)] und | , (2.6.1)].
Die Aquivalenz von (a) und (b) ergibt sich nun wieder aus (2.5).

Ein Morphismus von Schemata ist genau dann eine offene Einbettung,
wenn er étale und radiziell ist (] , (17.9.1)]). Ferner ist eine Ab-
bildung von Schemata bzw. von komplexen Ridumen genau dann ein Mo-
nomorphismus, wenn die zugehérige Diagonalabbildung ein Isomorphismus
ist. Hieraus ergibt sich zusammen mit dem oben Bewiesenen die Aquivalenz
von (a) und (b) fur die Eigenschaften ,offene Einbettung*, , Isomorphismus®
und ,,Monomorphismus*.

Nach dem Konstruierbarkeitssatz von Chevalley ist T := f(X) eine kon-
struierbare Menge in Y. Es ist 7%y = f*"|y(X*"|y) sowie T ® A =
FRAR(X ® Ak). Aus (2.10) folgt jetzt die Gleichwertigkeit von (a) und (b)
fir die Eigenschaft dominant zu sein.

FEine Abbildung von Schemata bzw. komplexen Réumen ist genau dann
separiert, wenn die zugehorige Diagonalabbildung ein abgeschlossenes Bild
hat. Die Aquivalenz von (a) und (b) fiir die Eigenschaft separiert zu sein,
ergibt sich daher gleichfalls aus (2.10).

Sei f eigentlich. Mit dem Lemma von Chow ([ , (8.10.5)]) folgt,
dafl dann auch f?" eigentlich ist. Ist f sogar endlich, so ist f3" als eigentli-
che Abbildung mit endlichen Fasern ebenfalls endlich. Zusammen mit [

, (8.10.5)] ergibt sich hieraus die Implikation (b) = (a) fir diese Ei-
genschaften. Umgekehrt werde vorausgesetzt, dal f"|y eigentlich ist. Ohne
Finschrénkung sei U = S. Jedenfalls ist f ® Ax separiert. Um zu zeigen,
daBl f ® Ak eigentlich ist, geniigt es nachzuweisen, dafl die Abbildungen

(X x A%) ® Ax — (Y x A%) ® Ag, neN,

abgeschlossen sind (Hierbei bezeichnet A{: den n-dimensionalen affinen Raum).
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Dies folgt aber aus (2.10) unter Beachtung von | , (8.3.11)]. Sei nun
/2|y endlich. Dann ist f ® Ag nach dem Bewiesenen eigentlich. Unter Ver-
wendung des Halbstetigkeitssatzes von Chevalley (] , (13.3.1)]) zeigt
man, dafl f ® Ag auch endliche Fasern hat. Daher ist f ® Ax endlich.

Aus der Konstruktion von X?" folgt: Mit f ist auch f?" eine Einbet-
tung (bzw. abgeschlossene Einbettung). Dies zeigt zusammen mit [

, (8.10.5)], die Giiltigkeit der Implikation (b) = (a) fiir diese Eigen-
schaften. Umgekehrt werde angenommen, dafi f"|y eine Einbettung (bzw.
abgeschlossene Einbettung) ist. Ohne Einschrankung sei U = S. Nach even-
tueller Verkleinerung von S als Umgebung von K diirfen wir annehmen,
daB das abgeschlossene Bild Z := f(X) von X unter f ([ , (9.5.3)])
existiert und von endlicher Darstellung tiber A ist. Aus der kanonischen
Faktorisierung

X247 Yy

von f leitet sich eine entsprechende Faktorisierung von f*" ab. Wegen ¢**(X?") =
g(X)?" folgt aus (2.9), dafl ¢g**(X?") dicht in Z*" liegt. Nach Voraussetzung

ist g®"(X?") = fan(X?") lokal abgeschlossen in Y#". Daher ist g(X )" offen

in Z%". Wegen (2.10) ist dann g(X) offen in Z, falls S klein genug ist. Wir
betrachten die kanonische Faktorisierung

X gx)— 2z

von g. Es ist h?" ein eigentlicher Monomorphismus. Daher ist auch h ® Ag
ein eigentlicher Monomorphismus, also eine abgeschlossene Einbettung. Ins-
gesamt ist f ® A eine Einbettung. War f2" sogar eine abgeschlossene Ein-
bettung, so hat f ® Ax auch ein abgeschlossenes Bild, ist also eine abge-
schlossene Einbettung. O

Bemerkungen. (1) Aus (3.1) folgt noch, dafl mit f auch f*" die Eigen-
schaft P hat. Hierbei brauchen X und Y weder quasikompakt noch f von
endlicher Darstellung zu sein, falls P eine der Eigenschaften aus (1) bis (5)
ist.

(2) Ist f: X — Y ein lokal projektiver A-Morphismus von endlicher
Darstellung, so ist auch f*" lokal projektiv. Umgekehrt gilt: Ist f : X —
Spec A von endlicher Darstellung und ist f2" lokal projektiv, so sind die
Morphismen f ®4 Os projektiv fir alle s € S. Dies folgt leicht mit (1.2),
(5.5) und (5.6).

4 Vergleich der Bildgarben. Anwendung auf Grup-
poide

Sei Z ein Schema (bzw. ein komplexer Raum). Mit Coh(Z) werde dann die
Kategorie der quasikohérenten Oz-Modul von endlicher Darstellung (bzw.
kohédrenten Oz-Modul) bezeichnet.
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Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = I'(S, Og) die Algebra
der globalen Schnitte von S. Seien X und Y A-Schemata lokal von endlicher
Darstellung und f: X — Y ein A-Morphismus. Fiir jeden Ox-Modul F und
jedes p € N hat man dann einen kanonischen Oyan-Homomorphismus

(4.1) RP f (F)*™ — RP f2"(F?").

(4.2) Theorem (Vergleichssatz). Ist f eigentlich und F ein quasikohdren-
ter Ox-Modul, so sind die Homomorphismen (4.1) bijektiv.

Beweis. Offenbar ist die Behauptung lokal beziiglich Y. Daher diirfen wir
annehmen, dal Y = Spec B affin ist. Dann ist F der direkte Limes seiner
endlichen quasikohédrenten Untermodul. Es geniigt daher, (4.2) fiir einen
endlichen Modul F zu zeigen. Weil die Behauptung natiirlich auch lokal
beziiglich S ist, kann man sogar von vornherein voraussetzen, dafl F ein
Modul von endlicher Darstellung ist. Dies folgt leicht unter Verwendung
Steinscher Kompakta.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dafl es geniigt, den Fall Y = Spec A zu
betrachten. Nehmen wir also an, dafl der Satz fiir diesen Spezialfall bereits
bewiesen ist. Es seien C' = T'(Y?" Oyan) die zu Y?" gehorige Steinsche
Algebra, K C Y?®" ein Steinsches Kompaktum sowie Cx = T'(K, Oyan).
Die Homomorphismen C' — Cxg und B — Ck sind flach und es ist X" =
(X ®p C)* nach (1.4). Aufgrund unserer Annahme ist

RY(f @p O)«(F @p O)" = R*(f @p O)"((F @5 C)™).

Daher gilt
J* (Rp(f @B C)«((F®pC) ®c CK)) = RPfI"(F™)| k.

Hierbei bezeichnet j : K — Spec Cx den kanonischen Morphismus. Es ist
ferner

RPf.(F)®p Ckx = RP(f @B Ck)+«(F @p Ck)
=RP(f®pC)(F 25 C)®c Ck.

Folglich gilt

RPf(F)™ |k = 7" (R f«(F) @B Ck)
= RPf2N(F) ke

Da K beliebig war, folgt die Behauptung.

Als néchstes betrachten wir den Fall, dal X ein abgeschlossenes Unter-
schema von P’ = Proj A[tg,...,t,] ist. Offenbar darf man annehmen, daf
X =P, ist. Wir zeigen zunachst:
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(4.3) Hilfssatz. Ist Z ein Steinscher Raum, so gilt
T(Z xP",0zyp) =1(Z,05) und HP(Z x P",Oyypr) =0 fiir p > 0.

Beweis von (4.3). Sei U; = D4 (t;) das Komplement der durch ¢; definierten
Hyperflache im komplex-projektiven Raum P", 0 < i < r. Dann ist U = (U;)
eine Steinsche Uberdeckung von IP". Wir iiberlegen uns zunéchst, daf in dem
augmentierten Cechkomplex

0— C— C%U, Opr) — CHU, Opr) —> -

die Identitdt nullhomotop ist.

Es sei : C"1\ {0} — P die natiirliche Projektion und V; := 7~ }(U;) =
D(t;). Vermittels 7 a8t sich I'(Uj,...;,,, Opr) mit der Menge derjenigen Funk-
tionen aus I'(Vj,...i,, Ocr+1) identifizieren, die auf den Fasern von 7 konstant
sind. Seien A die Menge aller (r+1)-Tupel A = (A, ..., Ay) mit \; = £1, 62-(1)
und 52(_1) Zahlen mit 0 < 52-(_1) < 51(1) und Kfil) der orientierte Rand des
Kreises um Null in C mit Radius 5§i1). Jede in C*"*! holomorphe Funktion

h gestattet dann die Darstellung

h= > Cu(h).

MC{0,...,r}
Hierbei ist Cps(h) die durch

1 r+1 h(Z)
Cu@ = 2, Jo A (2m> /Kéxm '”/Kpr) (20 —to) - (2r — tr)dz“'dzo

AEA
MZ{Z)\lzfl}

fiir 61(_1) < |ti| < 51(1) auf C*"*! definierte holomorphe Funktion. Wir no-
tieren einige Eigenschaften von Cj (vgl. hierzu auch | , S. 48 ff], und

[ ]):
(a) Mit h ist auch Cps(h) in Vj,. s, holomorph.

(b) Mit h ist auch Cpr(h) auf den Fasern von m konstant. Ferner ist in
diesem Falle Cys(h) =0 fir M = {0,...,7}.

(c) Ist h in V.. 4, holomorph und i ¢ M, so ist Cpr(h) in Vi, 4, holo-
morph.

Sei nun f = (fi,..i,) € CP(U,Opr). Zu jeder echten Teilmenge M von
{0,...,r} fixieren wir einen Index ¢ € {0,...,r} \ M. Sodann setzen wir

(I)%(f)io-u’ip—l = CM(fiio..‘ip_l) firp > 0

und

®Yy(f) = Cu(fi) € C.
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Man priift sofort nach, dal durch ®7 := 3", , @} eine stetige Homotopieab-
bildung der oben gesuchten Art definiert wird.

Im allgemeinen Fall ist W = (Z x Uj;) eine Steinsche Uberdeckung von
Z x P". Wegen C*(W,Ozypr) = C*(U, Opr)&cl(Z,0z) ist auch in dem

augmentierten Komplex
00— F(Z, Oz) — C.(W, OZ><]P’T)

die Identitdt nullhomotop. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von
Leray. O

Wir fahren im Beweis von (4.2) fort. Nach (4.3) ist f2"(Oxan) = Og sowie
RP f2(Oxan) = 0 fiir p > 0. Gemé$8 | , (2.1)], gilt eine entsprechende
Aussage auch fiir f. Dies beweist (4.2) fiir F = Ox. Durch Induktion nach r
zeigen wir nun, daf (4.2) auch fir F = Ox(n) gilt. Der Fall r = 0 ist trivial.
Seir > 0und a = (Aftg,...,t] t,)" das durch ¢, definierte Ox-Ideal. Dann
ist a isomorph zu Ox(—1) und das durch a definierte Unterschema E ist
isomorph zu IP’TAfl. Aus der exakten Sequenz

0—a—0x —0g—0
erhalten wir dann durch Tensorieren mit Ox (n) die exakte Sequenz
0 — Ox(n—1) — Ox(n) — Og(n) — 0

und eine analoge Sequenz auf X?". Durch Vergleich der zugehorigen langen
exakten Kohomologiesequenzen folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dafl
die Homomorphismen (4.1) genau fir 7 = Ox(n) bijektiv sind, wenn dies
fir F = Ox(n — 1) gilt. Da wir (4.2) fir F = Ox(0) = Ox bereits gezeigt
hatten, gilt (4.2) fir F = Ox(n), n € Z.

Sei nun F ein beliebiger endlicher quasikohérenter Ox-Modul. Wir zei-
gen durch absteigende Induktion nach p, dal der Homomorphismus (4.1) in
jedem Punkt s € S bijektiv ist. Dazu durfen wir annehmen, daf3 S die end-
liche Einbettungsdimension m hat. Fiir p > 2(m + r) sind dann RP f,(F)*"
und RP f27(F?") beide Null, so dal der Induktionsanfang gesichert ist. Nach
Verkleinerung von S als Umgebung von s gibt es eine exakte Sequenz von
endlichen quasikohdrenten O x-Modul

0 —R—L—F—0,

wobei £ direkte Summe von Modul der Gestalt Ox (n) ist. Nach dem bereits
Bewiesenen gilt (4.2) daher fiir £. Wir erhalten das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen

RPf(R)™ — RPF(L)™ — RPf(F)*™ — RPTUL(R)™ — RPTLf(L)™

RPFE0(RA) — RPF0(L30) —» RPN (F) — RPHLFN(RAT) — RPH fan(Lon)
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in dem &4 nach Induktionsvoraussetzung und €9 und 5 nach dem Bewiesenen
bijektiv sind. Nach dem Fiinfer-Lemma ist dann auch e3 surjektiv. Da dies
flir jedes F gilt, insbesondere auch fiir R gilt, ist auch ; surjektiv. Eine
nochmalige Anwendung des Fiinfer-Lemmas zeigt, dafl €3 auch injektiv und
damit bijektiv ist. Damit ist (4.2) fiir ein projektives A-Schema X bewiesen.

Wir betrachten nun den Fall, daf§ X eigentlich iiber Spec A liegt. Es ge-
niigt zu zeigen, dafl die Homomorphismen

(4.4) RPf(F)S" — REFE(F)s

flir jedes s € S bijektiv sind. Der natiirliche Funktor

limy Coh(X ®4 Ay) — Coh(X ®4 O;)
U>ss

ist eine Aquivalenz von Kategorien ([ , (8.5.2)]). Ferner gilt
RPf(F)i" = HP(X,F) ®4 Os = HP(X ®4 O5, F ®4 Oy).

Die obigen Homomorphismen hidngen daher nur von dem Oxg ,0,-Modul
F ®4 Oy ab.

Sei Ky = Coh(X®405) die Kategorie der kohdrenten Modul auf X ® 4O,
und K die volle Unterkategorie von Kj, die aus allen kohdrenten Modul be-
steht, fiir die eine offene Umgebung U von s und eine Liftung zu einem ko-
hérenten Modul auf X ® 4 Ay existieren, fiir den die Homomorphismen (4.4)
bijektiv sind. Jeder direkte Summand eines Moduls aus K gehort wieder
zu K. Wir haben zu zeigen, da§ K| = K, ist. Weil K eine exakte Unter-
kategorie von Kj ist, konnen wir dazu das ,Lemme de dévissage® (][

, (3.1)]) heranziehen. Es gentigt also zu zeigen: Zu jeder abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmenge Y; von X ® 4 O, existiert ein kohdrenter Modul
Gs € K., dessen Trager mit Y; iibereinstimmt. Dazu diirfen wir annehmen,
dal X ®4 O, irreduzibel ist und dal Yy = X ® 4 Oy ist.

Nach dem Lemma von Chow ([ , (5.6.2)]) in Verbindung mit den
Resultaten aus | , Chapitre 8] gibt es (nach eventueller Verkleine-
rung von S als Umgebung von s) ein projektives A-Schema X’ endlicher Dar-
stellung und einen projektiven und surjektiven A-Morphismus g: X’ — X.
Wir diirfen ferner annehmen, daf fiir geniigend grofles n

(4.5) RPg, (OX/ (n)) =0 firallep>0
gilt. Sei G := g«(Oxs(n)). Dann hat
G 0405 = (994 0).(Ox15,40.(n))

den Trager X ®4 O,. Es geniigt zu zeigen, dal G®4 O in K, liegt. Zunichst
einmal sind die natiirlichen Homomorphismen

Hp<X®AOS,(g®AOS)*<OX/®AOS(n))> — Hp<X/®AOS,OX/®AOS(n)>,
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p > 0, bijektiv wegen (4.5) (vgl. hierzu | , (12.1.7)]. Da g projektiv
ist, folgt aus (4.5) zusammen mit dem bereits Bewiesenen, da8

RPga" (Oxlan (n)) =0 firallep>0

ist. Mithin degeneriert die Leraysche Spektralsequenz

R (ngi“ (Oxan <n>)> = RPTI(f* 0 ™). (Oxran (n)),

so dafl man natiirliche Isomorphismen

RPf (gin (Oxn (n))) — RP(f 0 )" (Oxan ()
hat. Da f o g projektiv ist, sind die Homomorphismen

H? (X' @4 Oy, Ox1,40.(n)) — RY(f 0 )3 (Oxvm(n)) . p=0,
bijektiv. Wegen ¢2"(Oxan(n)) = G*" ist daher
HP (X ®4 Os,G ®4 Os) — RP f2"(G™)
bijektiv fiir alle p > 0. O

(4.6) Korollar. Es seien X ein A-Schema von endlicher Darstellung und
F, G endliche quasikohdrente Ox-Modul derart, daf$ der Durchschnitt ihrer
Trager eigentlich iiber Spec A liegt. Fur jedes Steinsche Kompaktum K C S
und jedes n € N gibt es dann kanonische Isomorphismen

Extd, , (X®aAx; FOAAK, G0aAK) — ling Bt oy, (X0, P, G 1)

Hierbei durchlaufe U das System der offenen Steinschen Umgebungen von
K. Speziell ist der natiirliche Homomorphismus

HomoX®AAK (FRAAK,GR4 Ag) — hﬂHom(’)xan\U (F*™ v, G w)
U

bijektiv.

Beweis. Man darf annehmen, daf3 F lokal beziiglich X eine Auflésung durch
endliche freie Modul besitzt. Wie im Beweis von [ , (0.12.3.5)] folgt
dann, dafl die Homomorphismen

Euth (F.G) @ Ax — &ty (F © Ak, G @ Ak)
Exty (F,G)" — Eutyon (F,G)
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bijektiv sind. Wir betrachten die Spektralsequenzen

H?(X ® Ak, éuth | (F@Ak,G® Ak)) = Exth/l | (X ® Axi F © Ak, G ® Ax)

Ox@Ak

. . +
h?me (Xan|U, éﬁ*t‘éxanw (F* v, gan|U)) — I%Extgxqanw (X F*%u, G*u)-
Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl die natiirlichen Homomorphismen zwi-
schen den EYY-Termen bijektiv sind. Etwas allgemeiner gilt: Ist F ein endli-
cher quasikohéirenter Ox-Modul, dessen Trager eigentlich tiber Spec A liegt,
so gibt es kanonische Isomorphismen

HP (X @ Ak, F ® Ag) — lim HP(X*"|y, F**|y), peN.
U

Ohne Einschrénkung sei dazu F ein Modul endlicher Darstellung. Sei a der
Annullator von F und Z das durch a definierte Unterschema von X. Durch
Schrumpfung von S kénnen wir erreichen, daf3 Z von endlicher Darstellung
ist. Indem wir X durch Z ersetzen, diirfen wir schliefSlich voraussetzen, dafl
X eigentlich iiber Spec A liegt.

Nach (4.2) ist jedenfalls RPf,(F)** — RPf2"(F*") bijektiv. Zusammen
mit

F(K, Rpf*(f)an) = F(Spec Ak, Rp(f®AK)*(]-"®AK)) = HY(X®Ag, FRAK)
und

T (K, RPfo (o)) =l D (U, BP 2 (F™) ) = lim HP(X*°|or, F*°or)
U U

liefert dies die gewiinschten Isomorphismen. O

(4.7) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (4.2) ist der kanonische
Homomorphismus zwischen der algebraischen und analytischen de Rham-
Kohomologie

R £ (@ jy )™ — RP (U jyn), P EN,
bijektiv.
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Hyperkohomologiespektralsequenz
qu*(Qg(/y) = Rp+qf*( 3{/Y)

und der analogen Spektralsequenz auf Y2".

Fiir die anschlieBenden Betrachtungen ist es zweckméflig, die in § 1 ge-
gebene Definition des assoziierten komplexen Raumes wie folgt zu verallge-
meinern. Sei K die Kategorie derjenigen A-Schemata X, fiir die eine offene
Steinsche Uberdeckung (U;) von S so existiert, dafl X ®4 Ay, lokal von
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endlicher Darstellung iiber Ay, ist fir alle . Wegen (1.2) kann man einem
solchen Schema X in natiirlicher Weise einen komplexen Raum zuordnen,
den wir wieder mit X" bezeichnen. Die bis hierhin gewonnenen Resultate
gelten mutatis mutandis auch fiir die Schemata aus K.

Wir wollen einige einfache Félle angeben, in denen der Funktor X — X?"
mit der Bildung von Kokernen vertraglich ist. Dabei beschranken wir uns
von vornherein auf K-Gruppoide.

Wir erinnern zunéchst an einige diesbeziigliche Definitionen, vgl. |

, Exp. V] Ein Gruppoid ist eine Kategorie, deren Objekte eine Menge bil-
den und deren Morphismen Isomorphismen sind. Sei Xy die Objektmenge
und X; die Menge aller Morphismen eines Gruppoids. Man hat dann die
Abbildungen dy, dy: X7 — Xg, die einem Morphismus a — b das Ziel b bzw.
die Quelle a zuordnen, sowie die Multiplikation

dy: (Xq,d1) xx, (X1,do) = X1 Xx, X1 — X1,

die einem Paar von Morphismen (b — ¢,a — b) das Produkt a — ¢ zu-
ordnet, ferner das ,Einselement “ e: Xy — Xi, das einem Objekt a die
Identitdt von a zuordnet, und die Symmetrieabbildung s: X; — X, die
einem Morphismus den inversen Morphismus zuordnet.

Sei nun C eine Kategorie mit Produkten und Faserprodukten. Ein Paar

Xy = <X1 Z:;? Xo, d’1>7

bestehend aus Morphismen do,d;: X7 — Xo und dj: X1 xx, X1 — X; in
C, heifit C-Gruppoid, wenn gilt: Fir jedes T € C ist Xo(T) bzw. X1(T)
die Menge der Objekte bzw. Morphismen eines Gruppoids X, (7)) mit Zie-
labbildung do(7) und Quellabbildung d; (7). Hierbei bezeichnet wie tiblich
Xo(T') die Menge Hom(7T', X) und do(7T') die durch dy induzierte Abbildung
Xl(T) — X()(T) usw.

In einem C-Gruppoid X, 148t sich in natiirlicher Weise ein Einselement
e: Xo — X; sowie eine Symmetrieabbildung s: X; — X; definieren. Ein
Gruppoid X, heiBt eine Aquivalenzrelation mit dem Graphen X;, wenn
(do,dy): X1 — Xo x Xo ein Monomorphismus ist.

Wichtige Beispiele von C-Gruppoiden gewinnt man wie folgt aus den
Gruppenoperationen. Dabei wollen wir voraussetzen, daf in C' beliebige, mit
Faserprodukten vertréigliche, direkte Summen und Zusammenhangskompo-
nenten existieren. Die Gruppe G operiere auf Xy € C als Gruppe von Au-
tomorphismen. Wir setzen

X, = ][] Xo mit X, =X fiiralle s € G.
ceG

i, bezeichne die kanonische Abbildung X, — X;. Die Abbildungen dy, dy
seien definiert durch dj o i, = idx,, dp o i, = o fiir 0 € G. Es ist X1 X x,
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X1 = preq Xor mit Xor = X fiir alle o,7. Die Abbildung d} werde
definiert durch di|x,, = isr. Dann ist (X1 = Xo,d}) ein C-Gruppoid.
Genau dann ist dies eine Aquivalenzrelation, wenn G fixpunktfrei operiert,
d. h. die Operation von G auf der Menge Xo(7T') ist fixpunktfrei fir alle
TeC.

Seinun Z € K und X, = (X1 = Xy, d}) ein (K/Z)-Gruppoid. Weil man
Gruppoide durch kommutative und kartesische Diagramme charakterisieren
kann, vgl. | , (V.1)], ist dann X2 = (X3 = X§", dP™) ein Gruppoid
in der Kategorie der komplexen Riume iiber Z2". Ist X, eine Aquivalenzre-
lation, so auch X2", vgl. (3.1).

(4.8) Satz. Es seien Z ein Schema aus K und X, = (X1 = Xo,d}) ein
(K/Z)-Gruppoid. Eine der drei folgenden Voraussetzungen sei erfillt:

(1) dy ist endlich und lokalfrei und fiir jedes © € Xo ist do(dy ' (x)) in einer
offenen affinen Teilmenge von Xg enthalten.

(2) Xo ist von endlicher Darstellung und quasiprojektiv iber Z, dy ist
von endlicher Darstellung, eigentlich und flach, und (dy,d1): X1 —
Xo Xz Xo ist quasiendlich.

(3) X1 = X ist eine effektive étale Aquivalenzrelation ([ /).

Dann ezistiert der Kokern (Y,p) von (do,d1) in (K/Z) und (Y2, p?") ist
der Kokern von (d§*,di") sogar in der Kategorie aller geringten Rdume.

Beweis. Sei (1) erfiillt. Nach | , S. V.4.1] ist der Kokern (Y,p) von
(do,dy) in der Kategorie aller geringten Rédume ein Z-Schema und p: Xy —
Y ist ganz. Da die Situation mit flachen Basiserweiterungen Z/ — Z vertriag-
lich ist, folgt unter Verwendung Steinscher Kompakta, dafl Y in (K/Z) liegt,
und daf p*": X§* — Y*" endlich und surjektiv ist. Weil Y als topologischer
Raum Quotient der durch dg,d; auf Xy definierten Aquivalenzrelation ist,
gilt daher die analoge Aussage auch fiir Y?". Sei h:=pody=pods.

Oy — p«(Ox,) = ha(Ox;)

ist eine exakte Sequenz von quasikohédrenten Oy-Algebren. Aus dieser Se-
quenz erhalten wir, da Y®" — Y flach ist, die exakte Sequenz von Oyan-
Algebren

Oyan — p(Ox,)* = he(Ox, )™

Nach (4.2) gilt p«(Ox,)™ = pi"(Oxz») und analog fiir h. Die Behauptung
folgt nun aus der Konstruktion des Kokerns in der Kategorie der geringten
Réaume.

Der Beweis von (4.8) unter der Voraussetzung (2) verlauft analog. Man
hat diesmal | , (V.7.1), (V.9)] heranzuziehen.

Sei nun (3) erfiillt und (Y, p) der Kokern von (pg, p1) in der Kategorie der
Schemata. Nach | , S. 75] ist dann p: Xy — Y étale und surjektiv und
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es ist X1 = Xo xy Xo. Ferner liegt Y in (K/Z), wie aus | , (17.7.5)]
folgt. Da X§™ — Y*" ein surjektiver lokaler Isomorphismus ist, resultiert die
Behauptung beispielsweise aus | , Folgerung 3.5], . O

Aus (4.8) folgt unmittelbar

(4.9) Korollar. Sei X ein Schema aus K und G eine endliche Untergruppe
von AutaX derart, daf$ jede Bahn in einer offenen affinen Teilmenge von
X enthalten ist. Dann ezistiert der Quotient X/G in K und es gilt

(X/G)™ = X™/G.

5 Existenzsatz. Anwendungen

Wie bereits in der Einleitung angekiindigt, soll nun gezeigt werden, daf§ die
Kategorien der kohdrenten Moduln auf einem eigentlichen Schema endlicher
Darstellung iiber A =T'(S, Og) und auf dem zugehoérigen komplexen Raum
yaquivalent” sind. Genauer gilt:

(5.1) Theorem (Existenzsatz). Sei S ein Steinscher Raum, A =T'(S, Og),
X ein separiertes A-Schema von endlicher Darstellung und K C S ein
Steinsches Kompaktum. Dann definiert der Funktor F — F eine Aqui-
valenz zwischen der Kategorie der kohdrenten Moduln auf X ® 4 Ak, deren
Trager eigentlich iiber Spec Ag liegt, und der Kategorie der Keime beziiglich
K wvon kohdrenten Moduln auf X", deren Triger eigentlich iber S liegt.

Beweis. Geméaf (4.6) ist der betrachtete Funktor volltreu. Es gentigt daher
zu zeigen: Ist F’ ein kohédrenter O xan-Modul, dessen Trager eigentlich iiber
S liegt, so gibt es eine offene Umgebung V' von K und einen Modul endlicher
Darstellung F auf Umgebung V von K und einen Modul endlicher Darstel-
lung F auf X ® Ay, dessen Triger eigentlich {iber Spec Ay liegt, derart, dafl
F'ly zu F*® isomorph ist. Man sagt dann, dafi F eine Liftung von F’ ist.

Wir gehen schrittweise vor:

(o) Sei i: X — Y eine abgeschlossene Einbettung von eigentlichen A-
Schemata endlicher Darstellung. Besitzt dann jeder kohérente Oyan-Modul
eine Liftung, so auch jeder kohérente O xan-Modul.

Sei a das X definierende endliche Oy-Ideal und F’ ein kohérenter Modul
auf X?". Der Oyan-Modul G’ := 3"(F’) besitzt nach Voraussetzung eine
Liftung G. Nach geeigneter Schrumpfung von S diirfen wir annehmen, dafl
G ein Modul auf Y ist. Wegen (aG)** = a®"G*" gilt aG = 0, falls S klein
genug ist. Dann ist F := i*(G) eine Liftung von F'.

(B) Der Satz gilt fiir den Fall, dafl X ein projektives A-Schema endlicher
Darstellung ist.

Wegen («) geniigt es, den Fall X =P’ zu betrachten. Wir gehen durch
Induktion nach r vor. Der Fall r = 0 folgt aus Theorem B. Sei daher nun
r > 0 und seien F’ ein kohérenter Modul auf X" sowie U € S eine offene
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Umgebung von K. Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, dafl es ein ng derart
gibt, daf die Homomorphismen fo (f2*(F'(n))) 2 F'(n) fiir jedes n > ng
auf fo"~1(U) surjektiv sind. Hierbei bezeichnet f den Strukturmorphismus
X — Spec A.

Sei z € X" und s = f*(z). Erzeugt dann f2*(F'(n))s; den Modul
F'(n)z, so gilt dieselbe Eigenschaft auch fiir jedes m > n. Dies folgt so-
fort durch Betrachtung der Homothetien ¢;""", 0 < k < r. Aus Kompakt-
heitsgriinden geniigt es daher, die folgende Aussage zu zeigen: Zu jedem
x = (s,a) € S xP" = X existiert ein n dergestalt, dafi f2"(F'(n)), den
Modul F'(n), erzeugt. Sei dazu f eine von Null verschiedene Linearform
aus C[tg,...,t;] mit f(a) = 0 und a das durch f definierte kohérente Ideal
von Oxan. Weil a zu Oxan(—1) isomorph ist, erhalten wir aus

0—a— 0" — 0"/a—0
durch Tensorieren mit F’ die exakte Sequenz
F'(-1) — F — F'/aF — 0.
Setzen wir noch G’ .= F'/aF’ sowie H' := Kern(F'(—1) — F’), so gewinnen
wir hieraus durch Tensorieren mit Oxan(n) die exakten Sequenzen
0—H(n)— F(n—1)— F(n) = G'(n) =0,
welche sich in zwei kurze exakte Sequenzen zerlegen lassen:

0— H(mn) — Fn-1) — H, — 0
0 — Hy, — F'(n) — G'(n) — 0.

Diese wiederum geben Anlafl zu folgenden exakten Bildgarbensequenzen in
s:

R fIN(F'(n—1))s — R'f2*(Hn)s — R2f2(H'(n))s
R [ (Hn)s — R fI*(F'(n))s — R'f2(G'(n))s
Die Moduln G’ und ‘H’ werden von a annulliert, lassen sich also als koharente
Moduln auf dem von a definierten analytischen Unterraum von X?®" auffas-
sen. Dieser ist aber gleich S x P"~!. Nach Induktionsvoraussetzung sind G’
und H’ daher liftbar. Wegen (4.2) und [ , (2.2.1)] existiert folglich

eine Zahl ng derart, daf8 R f3%(G'(n))s = 0 und R?f2*(H/(n))s = 0 fiir alle
n > ng gilt. Fir n > ng sind dann die Homomorphismen

(5-2) RUM(F (n—1))s — R F(F (n))s

surjektiv. Nun ist R f2*(F’(ng —1))s nach dem Grauertschen Kohirenzsatz
(vgl.z. B. | |) ein endlicher Og s-Modul. Weil Og ¢ noethersch ist, folgt:
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Es gibt ein ny > ng derart, dal (5.2) fir jedes n > ny bijektiv ist. Dann ist
auch R'fa%(H,)s — R fa"(F'(n))s fiir n > ny bijketiv und mithin

fn(f/(”))s — fjn(g’(n))s surjektiv fir n > ny.

Weil G’ eine Liftung besitzt und x in der Nullstellenmenge von a liegt, gibt
es wegen | , (2.2.1)] eine Zahl n > ny derart, daB8 f2"(G’'(n))s den
Modul G’'(n), erzeugt. Aus dem Lemma von Nakayama folgt nun, dafi auch
F'(n)z von f2*(F'(n))s erzeugt wird.

Da S Steinsch ist, gibt es nach Verkleinerung von S als Umgebung von
K eine exakte Sequenz

0% — fAF (n) — 0.
Hieraus resultiert die exakte Sequenz von O xan-Moduln
O%an — F'(n) — 0,
aus der man endlich durch Tensorieren mit Oxan(—n) die exakte Sequenz
Oxan(—n)t — F' — 0

gewinnt. Dieselbe Betrachtung 148t sich auch fiir den Kern dieses Homomor-
phismus durchfithren. Man erhélt schliellich eine exakte Sequenz

Oxan(—m)¥ — O%an — F' — 0.

Da der Funktor volltreu ist, 1t sich v’ zu einem Homomorphismus v von
O(—m)¥ in O(—n)* liften, falls S klein genug ist. Dann ist F := Kokern v
eine Liftung von F’.

(7) Der Satz gilt fiir den Fall, dal X quasiprojektiv iiber Spec A ist.

Man darf in diesem Falle annehmen, dafl X ein offenes Unterschema ei-
nes projektiven A-Schemas Z von endlicher Darstellung ist. Sei i: X — Z
die kanonische Injektion. Der Triger des vorgegebenen O xan-Moduls F’
ist abgeschlossen in Z®", zu dem geméaf () nach Schrumpfung von S ein
Oz-Modul H endlicher Darstellung mit H** = 2"(F’) existiert. Wegen
(Supp H)** = Supp(H**) = Supp F' C X?" liegt der Trager von H nach
hinreichender Verkleinerung von S in X, vgl. (2.5). Dann ist F := H|x eine
Liftung von F’.

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei Y C X ® Ak eine ab-
geschlossene Teilmenge. Dann gibt es eine offene Steinsche Umgebung U
von K und eine abgeschlossene konstruierbare Menge Yy € X ® Ay mit
Yy ® Ax =Y. Mit P(Y) werde die folgende Eigenschaft bezeichnet:

Ist V eine in U enthaltene offene Steinsche Umgebung von K
und F’ ein kohérenter O xan|,,-Modul, dessen Tréger eigentlich
tiber V liegt und in Y;3"|y enthalten ist, so ist F” liftbar.
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Man beachte, da3 P(Y') nur von Y abhangt und daf§ P(@) trivialerweise
giltig ist. Wir haben zu zeigen, dafl P(X ® Ag) erfillt ist. Dazu diirfen
wir annehmen, dafl P(Y') fiir jede echte Teilmenge Y von X ® A bereits
bewiesen ist (Noethersche Induktion).

Nach dem Lemma von Chow ([ , (5.6.1)]) in Verbindung mit den
Resultaten aus | , Chapitre 8] existieren nach Verkleinerung von
S folgende Daten: Ein quasiprojektives A-Schema X’ von endlicher Dar-
stellung, ein projektiver und surjektiver A-Morphismus X’ 9y X sowie eine
offene Teilmenge V von X mit V ® Ax # @ dergestalt, dafl g iiber V' einen
Isomorphismus induziert.

Sei nun F’ ein kohédrenter Oxan Modul, dessen Tréger eigentlich iiber S
liegt. Nach (v) ist der O xsan-Modul ¢?™*(F’) liftbar. Aus dem Vergleichssatz
(4.2) folgt, dal dann auch g&"¢*™*(F’) liftbar ist. Wir betrachten den kano-
nischen Homomorphismus v: F' — ¢2"¢***(F’). Die Trager von Kern v und
Kokern v liegen eigentlich iiber S und sind in (X \ V)®" enthalten. Daher
sind diese Moduln nach Voraussetzung liftbar. Aus Flachheitsgriinden ist ist
dann auch Bild v liftbar. Daf§ F’ liftbar ist, ergibt sich nun aus

(0) Ist 0 = F' — G — H' — 0 eine exakte Sequenz von kohérenten
O xan-Moduln mit iiber S eigentlich Tréagern, so ist mit ' und H’ auch G’
liftbar.

Nach Verkleinerung von S gibt es Ox-Moduln F, H von endlicher Dar-
stellung mit iiber Spec A eigentlichen Triagern und F?* = F', H*® = H'.
Zu der gegebenen Erweiterung von H?*" durch F*" gehort ein Element aus
EX‘L}QXan (Xam Her FAM). Aus der Isomorphie

Extoy, ., (X ® AxiH® Ak, F © Ag) 2 lim Exto (X |y H o, F* o)
U

vgl. (4.6), folgt nun (6). O

Der wichtigste Spezialfall von (5.1) ist:

(5.3) Korollar. Sei X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstel-
lung. Fir jedes Steinsche Kompaktum K C S ist dann der natirliche Funktor

Coh(X ®4 Ag) — lim Coh(X™*"|v/)
Uk

eine Aquivalenz von Kategorien. Hierbei durchlaufe U das System der offe-
nen Steinschen Umgebungen von K.

Hieraus folgt weiter:

(5.4) Korollar. Fir ein eigentliches A-Schema X von endlicher Darstel-
lung sind die natirlichen Abbildungen

Jig (X@AAK,GL(n,C)> — lim H* (Xan|U, GL(n,C)) = H' (Xan|K, GL(n, (C))
U
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bijektiv. Insbesondere hat man einen kanonischen Isomorphismus

Pic(X ®4 Arc) — lim Pic(X*"|) = Pic(X™|)
U

zwischen den Picardschen Gruppen.
Eine weitere Folgerung aus (5.1) ist:

(5.5) Korollar. Sei X ein separiertes A-Schema endlicher Darstellung.
Dann entsprechen die abgeschlossenen Unterschemata von X ® 4 Ak, die
eigentlich tiber Spec A liegen, umkehrbar eindeutig den Keimen beziiglich
K wvon dber S eigentlichen abgeschlossenen analytischen Unterrdumen von
xan,

(5.6) Korollar. Es seien X ein eigentliches A-Schema von endlicher Dar-
stellung und Y ein separiertes A-Schema von endlicher Darstellung. Fiir
jedes Steinsche Kompaktum K C S ist dann die kanonische Abbildung

Hom, (X ®4 Ag, Y ®4 Ax) — lim Homy (X*|yr, Y*"|y)
U

bujektiv.

Beweis. Die Morphismen von X ® Ax in Y ® Ag entsprechen umkehrbar
eindeutig den abgeschlossenen Unterschemata Z von (X x4 Y) ® Ay, fir
die die erste Projektion einen Isomorphismus Z = X ® Ag induziert. Eine
analoge Aussage gilt fiir die holomorphen Abbildungen von X®"|y; in Y2"|¢.
Die Behauptung folgt nun aus (5.5) in Verbindung mit (3.1). O

Fiir einen geringten Raum Z bezeichne Mz wie iiblich die Garbe der
Keime von meromorphen Funktionen auf Z sowie M(Z) = I'(Z, Myz) den
Ring der meromorphen Funktionen auf Z. Sei X ein A-Schema von endlicher
Darstellung und K C S ein Steinsches Kompaktum. Da der Morphismus
Xy — X ®4 Ay flach ist fir jede offene Steinsche Umgebung U von K,
gibt es natiirliche Abbildungen

M(X XA AK) — M(Xan|U), m +— man,

Diese geben zusammen mit der analog erhaltenen Abbildung M (X® Ak ) —
M(X?*|g) AnlaB zu dem folgenden kommutativen Diagramm

lim,, M(X ®4 Ay) —— lim, M(X?|y))

(5.7) | |

M(X XA AK) _ M(Xan’[().

in dem der Homomorphismus ¢ bijektiv ist. Als Anwendung von (5.1) erhal-
ten wir

28



(5.8) Satz. Ist X eigentlich iber A, so sind die Homomorphismen in (5.7)
samtlich bijektiv.

Beweis. (vgl. auch [ ]) Sei zunéchst Z ein geringter Raum mit ko-
hérenter Strukturgarbe Oz und m € M(Z) eine meromorphe Funktion.
Mit A, Oz — My werde das Multiplizieren mit m bezeichnet. P, =
A H(Og) heiBt die Polgarbe von m. Unter derangegebenen Voraussetzung
ist P, ein kohdrentes Oz-Ideal: Wir diirfen hierzu annehmen, dafl Schnit-
te f,g € I'(Z,0z), g Nichtnullteiler in allen Halmringen, existieren mit
m = f/g. Dann ist

P = Kern(Oy 225 04 /g - Oy)

kohérent. m - Py, ist ein kohérentes Ideal, dessen Trager mit dem Tréger von
m tibereinstimmt.

Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl die untere Abbildung in (5.7) bijektiv
ist. Sei dazu m € M (X ® Ak ) eine auf X ® Ax meromorphe Funktion. Dann
ist Pppan = P22 Ist m®® = 0, so ist 0 = m®* - P22 also m- Py, = 0, vgl. (2.7).
Dies zeigt die Injektivitét.

Zum Nachweis der Surjektivitit sei m’ € M (X*?|k). Es sei P/ := Py,
die Polgarbe von m’ und 3’ := m’ - P’. Nach (5.5) gibt es kohérente Ideale
P, Z der Strukturgarbe von X ® Ax mit P = P’ und Z** = Z’; da P’ lokal
einen Nichtnullteiler enthélt, gilt dies auch fir P. Wegen (5.3) existiert ein
Homomorphismus p: P — Z mit p?® = A\,. Zu jedem Punkt aus X ® Ag
gibt es eine offen-affine Umgebung V' und einen Nichtnullteiler g € T'(V, P).
Sei f = p(g). Das Element f/g € M(V) ist unabhingig von der Wahl
von g. Folglich lassen sich die so erhaltenen Schnitte zu einer meromorphen
Funktion m € M (X ® Ak) zusammenkleben. Es ist offenbar \,, = p. Aus
Ay = (A )®™ = A\pan folgt aber m/ = ma™. O

Wir betrachten noch den allgemeinen Fall eines nicht notwendig eigent-
lichen A-Schemas.

(5.9) Aussage. Es seien X ein A-Schema endlicher Darstellung und K C
S ein Steinsches Kompaktum. X ® 4 Ax sei reduziert. Dann gilt:

(1) T(X ®4 Ax,Oxg Ay ) ist ganz abgeschlossen in

limg D(X™ g7, Oxany, ).
U

(2) M(X ®4 Ak) ist ganz abgeschlossen in limy, M (X ).

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei X affin. Zu (1). Die
Funktion f € T'(X®*", Oxan) geniige der Ganzheitsgleichung

P(f) =0, P eTl(X,0x)[T] unitir.
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Wir setzen C = I'(X,0x)[T]/(P) und Z := SpecC. Dann entspricht f
umkehrbar eindeutig einer holomorphen Abbildung aus Hom xan (X", Z27).
Wegen (7.5) rithrt diese Abbildung nach eventueller Verkleinerung von S
von einem X-Morphismus X — Z her. Dieser Morphismus definiert ein
Element g € I'(X,Ox) mit P(g) = 0, das von dem natiirlichen Homomor-
phismus I'(X,Ox) — T'(X*, Oxan) auf f abgebildet wird. Dies zeigt die
Behauptung.

Zu (2). Wir durfen hier sogar annehmen, dafl X ® Ag normal ist. Mit
M werde das System der Nichtnullteiler aus dem globalen Schnittring von
X ® Ag bezeichnet. Wegen (1) ist M(X ® Ag) = I'(X ® Ak, Oxpayx)
ganz abgeschlossen in Cyy. Hierbei sei C':= lim, , [(X* |y, Oxan,, ). Da X"
gemaf (2.7) (nach Schrumpfung von S) gleichfalls normal ist, ist Cs ganz
abgeschlossen in lim, M (X2|7). Insgesamt ist M (X ® A ) ganz abgeschlos-
sen in lim,; M(X*|y). O

Auf die Reduziertheitsvoraussetzung kann in (5.9) nicht verzichtet wer-
den, wie triviale Beispiele lehren.
Als Ergénzung zu (1.1) und (4.2) zeigen wir

(5.10) Aussage. FEs seinen X ein affines A-Schema von endlicher Darstel-
lung und K C S ein Steinsches Kompaktum. Dann ist die Ringerweiterung

F(X ®A AK7OX®AAK) — hﬂ F(Xan’U>0Xan\U)
UDK

treuflach.

Beweis. Den rechts stehenden Ring bezeichnen wir kurz mit C. Sei ferner
B der globale Schnittring von X und Bx = B ®4 Agk. Sei b’ ein Ideal in
Bg. Weil Bg noethersch ist, gibt es nach Verkleinerung von S ein Ideal
b C B mit b ®p Bg = b’ und eine exakte Sequenz B™ — B™ — b — 0. Aus
dieser Sequenz erhalten wir wegen (1.1) und Theorem B das kommutative
Diagramm

cnr —— o™ bopC —— 0

b b 1

C" s O™ —— limy, (X[, 6O xan,) —— 0

mit exakten Zeilen. Wegen ligF(X My, bOxan|,) € C ist der kanonische
Homomorphismus b/ @, C = b®p C — C folglich injektiv. Daher ist C
ein flacher Bi-Modul. Sei m C B; ein maximales Ideal. Nach eventueller
Schrumpfung von S gibt es ein endliches Ideal n von B mit nBx = m.
Aus (2.5), auf T'= V(n) angewandt, folgt, dal n['(X*"[y7, Oxan|,,) vom Ein-
heitsideal verschieden ist fiir alle offenen Umgebungen U von K. Daher ist
mC # C. Damit ist (5.10) gezeigt. O

30



Bermerkung. Fiir ein A-Schema X von endlicher Darstellung ist der kano-
nische Homomorphismus I'(X, Ox) — I'(X*",Oxan) im allgemeinen nicht
flach, selbst wenn X affin ist. Sei zum Beispiel S = C3 und X = Spec A[t],
also X = C*. Wire A[t] — I'(C*, O¢4) flach, so wiire erst recht I'(C*, O¢a)
falch iiber T'(C3, O¢s). Letzteres widerspriiche einem Resultat von A. Doua-
dy und L. Szpiro.

Aus dem Existenzsatz (5.1) zusammen mit dem Vergleichssatz (4.2) und

dem Satz von Serre iiber projektive Abblidungen | , (2.2.1)] folgt
unmittelbar:
(5.11) Theorem (Grauert—-Remmert | ). SeiY ein komplexer Raum,

X =Y xP", f: X - Y die kanonische Projektion, V eine relativkompakte
Teilmenge von Y, O(1) der kanonische invertierbare Modul auf X und F
ein kohdrenter Ox-Modul. Dann gilt:

(1) Die Oy-Moduln RP f.(F) sind kohdrent.

(2) Es existiert eine Zahl ng derart, daf$ die Homomorphismen

[ (f(F(n))) = F(n)
auf f~Y(V) surjektiv sind fiir alle n > ng.

(3) Es existiert eine Zahl ng derart, daf$ RP f.(F(n)) = 0 ist auf V' fiir alle
n > ng und alle p > 0.

Abschlielend mochten wir auf eine weitere Anwendung der bis hierhin
erhaltenen Aussagen hinweisen. Sei Y ein (nicht notwendig Steinscher) kom-
plexer Raum und § = @,,cy Sy, eine graduierte Oy-Algebra endlichen Typs,
wobei die S, als Oy-Moduln kohérent seien. Sei B das System aller offenen
Steinschen Mengen U C Y, fiir die U ein Steinsches Kompaktum ist. Nach
[ , Beweis von (1.5)] ist dann I'(U, S) eine T'(U, Oy )-Algebra endlicher
Darstellung. Wir setzen

Ay =T(U,Oy) und Sy =T(U,S) Or(,0y) Ay
fir U € B. Dann gilt
Sy = Sy ®a, Ay fir V. C U.
Weiter ist Xy := Proj Sy ein Ay-Schema von endlicher Darstellung mit

XV:XU®AU Ay fur V C U.

Wegen (1.2) lassen sich daher die komplexen Rédume (X7)?*" zu einem kom-
plexen Raum X {iber Y zusammenkleben. X heifit das homogene analytische Spektrum
von § und wird mit Projan S bezeichnet. Wie die algebraischen Eigenschaf-
ten von § mit denen von X = Projan S zusammenhéngen, liest man etwa
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aus (2.7) ab. (Natiirlich 148t sich auch das analytische Spektrum Specan .4
einer Oy-Algebra von endlicher Darstellung ([ ]) in dieser Weise
gewinnen.)

Sei nun M = P,,c7 M, ein graduierter S-Modul, dessen homogene Kom-
ponenten als Oy-Moduln kohérent sind. Fiir U € B sei

My =T(U, M) ®Or@,0y) AU
My ist ein graduierter Sy-Modul. Wegen
My = My ®4, Ay fir V.CU
gilt fiir die zugehorigen Garben auf Xy und Xy
My = My ®0x, Oxy -

Folglich definieren die Moduln ]\A/[Ean durch Zusammenkleben einen Modul
auf X, den wir den zu M gehérigen Ox-Modul nennen und mit M bezeich-
nen. Wegen (1.1) und | , (2.5.4)] ist M ein additiver exakter Funktor
in M. Wir setzen noch

—~—

Ox(n) :==8(n) und F(n):=F o, Ox(n), necZ,

flir jeden Ox-Modul F.

Es werde nun vorausgesetzt, da§ S von S erzeugt wird. Dann ist Ox (n) =
Ox (1)®" inversibel und es ist M (n) = M (n). Weiter ist fiir einen Ox-Modul
f

L (F) = P p(F(n))
nez
ein graduierter Modul iiber I'y(Ox), vgl. | , (0.5.4.6)]. Hierbei bezeich-
net p den Strukturmorphismus X — Y. Fiir einen graduierten S-Modul M
der oben angegebenen Art definieren die kanonischen Homomorphismen

My “% @ T(Xu, My(n)) - @ T (U), M(n)),
nez neL

vgl. | , (2.6)], einen Homomorphismus

a: M — TyW(M).
Sei F ein kohédrenter Ox-Modul. Dann ist I',(F) aufgrund des Grauert-
schen Bildgarbensatzes definiert und man kan wie in | , (2.6.4)] einen
O x-Homomorphismus

P

BF: F*(f) — F

erklaren.
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(5.12) Satz. Sei Y ein komplexer Raum, S = Oy [Si1] eine graduierte Oy -
Algebra, deren homogene Komponenten als Oy -Moduln kohdrent sind, und
X = Proj™" S. Weiter sei F ein kohdrenter Ox-Modul. Dann ist BF bi-
jektiv. Insbesondere ist F zu einem Modul der Form M isomorph. Zu jeder
relativkompakten Teilmenge V' von Y gibt es einen endlichen S-Modul M
mit F|p*1(V) = M’p—l(v).

Beweis. Sei U € B. Nach dem Existenzsatz (5.3) gibt es nach eventu-
eller Schrumpfung von U einen endlichen quasikohdrenten Modul G auf
Xy = Proj Sy mit G*" = Fl,-1(¢. Ist U klein genug, so gilt nach dem
Vergleichssatz (4.2)

DB rXv,6(n)) = PTU,p«(F(n)).

neZ nez
Gemaf | , S. 2.7.5] ist fg: I's(G) — G bijektiv. Nach Konstruktion
—_—— ——an

von ' (F) gilt Du(F)|p-1r) = T«(G) , sodaB Bx|,-1r) = (Bg)™ und damit
auch Sr bijektiv ist. .

Sei M ein S-Modul mit M = F. Es ist M = hﬂ/\/lz der dirrekte
Limes tber alle endlichen graduierten S-Untermoduln M;. Hieraus folgt
M = hg/\/ll Weil p~1(V) relativikompakt in X liegt, gibt es ein i mit

Zwei wichtige Spezialfille der obigen Konstruktion verdienen Erwéh-
nung: Ist £ ein kohdrenter Oy-Modul mit symmetrischer Algebra S(€), so
ist P(€) = Proj*" S(€) der durch £ definierte projektive Faserraum. Ist a ein
kohérentes Oy-Ideal, so ist Mq(Y") := Proj**(€D,,ey 0"'t") die monoideale Transformation
von Y langs a.

Sei nun S’ eine weitere Oy-Algebra der oben beschriebenen Art und
¢: 8 — 8’ ein Homomorphismus graduierter Algebren. ¢ definiert fiir jedes
U € B einen Homomorphismus ¢ : Sy — Sy, graduierter Ag-Algebren, zu
dem wiederum ein Morphismus ®y: G(py) — Xy gehort. Hierbei bezeich-
net G(pr) das Komplement von Vi (op((Sv)+)) in X{; = Proj Sy;. Es gibt
eine offene Teilmenge G(¢) von X’ = Proj™ &’ und eine holomorphe Abbil-
dung ®: G(p) — X mit G(p) Np'~1(U) = G(py)™ und Q|p—1(1r) = @Y fiir
alle U € B. Hierbei ist p’: X’ — Y die Strukturabblidung. ® heift die durch
@ definierte holomorphe Abblidung und wird auch Proj*" ¢ bezeichnet.

Der Homomorphismus ¢: & — &' heifle (TN)-surjektiv (bzw. (TN)-
injektiv, (TN)-bijektiv), wen die Homomorphismen ¢y: Sy — Sy, U € B
samtlich (TN)-surjektiv (bzw. (TN)-injektiv, (TN)-bijektiv) in Sinne von
[ , (3.6)], sind. Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die abgeschlos-
senen analytischen Unterrdume von X = Proj*" S wie im algebraischen Fall
charakterisieren.

(5.13) Aussage. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
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(1) Ist o: S — S’ ein (TN)-surjektiver Homomorphismus, so ist die zu ¢
gehaorige holomorphe Abbildung ® = Proj**(¢) auf ganz Proj™* S’ defi-
niert und ist eine abgeschlossene Finbettung. Ist J = Kern ¢, so wird
der zu ® gehdrige Underraum von X durch das Ox-Ideal J definiert.

(2) Es gelte S = Oy[S1]. Sei X' ein abgeschlossener analytischer Unter-
raum von X, definiert durch das kohdrente Ox-Ideal . Sei J das
Urbild von T« (Z) unter dem Homomorphismus a: S — T'y(Ox), und
sei 8" :=8/J. Dann gilt X' = Proj*" §'.

Beweis. (1) folgt sofort aus der analogen algebraischen Aussage ([ ,
(3.6.2)]) in Verbindung mit (3.1).

Zu (2): Es geniigt zu zeigen, daB das Ox-Ideal J mit Z iibereinstimmt.
Sei U € B. Nach (5.5) gibt es nach Verkleinerung von U ein endliches qua-
sikoharentes Ideal a in Xy mit a®* =7 |p71(U). Ist U klein genug, so gilt

DU, p(Z(n) = PTrXv,a(n)) =Tu(a)

nez ne”L

und analog fiir Ox, vgl. (4.2). Bezeichnet Jy das durch J definierte Sy-
Ideal, so gilt folglich Jy = a auf Xy, vgl. [ , (2.7.11)]. Erst recht ist

Tl = Zlp1w)- O

Das homogene analytische Spektrum ist mit Basiserweiterung vertrig-
lich: Ist Y’ — Y eine holomorphe Abblidung, so gilt

Proj*™(§ ®p, Oy') = Proj*" S xy Y.

Ist ferner M ein graduierter S-Modul mit kohérente homogenen Kompo-
nenten, so ist

M &0, Oyr = ¢*(M).

Hierbei bezeichnet g die Projektion auf den ersten Faktor. Speziell sind die
Fasern des homogenen Spektrums gegeben durch (Proj*" ), = Proj**(S,/m,S,),
yeyY.

6 Modulraume

Sei g: Z — T ein Morphismus von Schemata lokal von endlicher Darstellung
(bzw. eine holomorphe Abblidung). Ist 7" ein Schema (bzw. ein komplexer
Raum) tiber T und G ein Oz-Modul, so bezeichne ¢': Z’ — T" die Basiser-
weiterung von g un G’ den Oz -Modul Ggp, Oy .
Set G ein O z-Modul von endlicher Darstellung. Dann ist der Grothendiecksche Funktor
Q = Qg/z/r folgendermaflen definiert: Fiir jedes Schema (bzw. jeden kom-
plexen Raum) 7" iiber T ist Q(T”) die Menge der Isomorphieklassen von
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Quotienten von G', die von endlicher Darstellung und 7”-flach sind, und de-
ren Triager eigentlich tiber 7" liegt. Speziell fiir G = Oy, erhilt man den
Hilbertschen Funktor Hyz 7.

Sei nun g zusétzlich eigentlich. Bekanntlich ist dann der Picardsche Funktor
P = Picgz/r von Z tiber T in folgender Weise definiert. Im algebraischen Fall
ist dies die zu

T — Pic(Z')
gehorige étale-Garbe. Im analytischen Fall ist P(T") :== I'(T", R'¢,(0%,)).

Im folgenden bendtigen wir den Begriff des algebraischen Raumes. Es sei
kurz an die Definition erinnert (vgl. [ [ ]). Sei T ein nicht not-
wendig noethersches Schema. Ein kontravarianter Funktor F von der Katego-
rie der T-Schemata in die Kategorie der Mengen heifit ein algebraischer Raum
(bzw. separierter algebraischer Raum) lokal von endlicher Darstellung iiber
T, wenn gilt:

(1) F Ist eine Garbe in der étale-Topologie.

(2) Es gibt ein T-Schema W; lokal von endlicher Darstellung und ei-
ne Garbenabbildung Wy — F' derart, daf} fiir jedes T-Schema V und jede
Abbildung V' — F der Funktor Wy x g V' durch ein Unterschema (bzw. ab-
geschlossenes Unterschema) von Wy x p V' darstellbar ist, und die Projektion
Wy xp V' — V durch eine surjektive étale Abbildung induziert wird.

Hierbei haben wir von der Konvention Gebrauch gemacht, darstellbare
Funktoren und die sie repriasentierenden Objekte mit demselben Symbol zu
bezeichnen. Sei Wi := Wy x p Wy. Dann ist Wi = W) eine étale Aquivalenz-
relation in der Kategorie der Schemata und es gilt F' = Kokern(W; =% W)

als étale-Garben (vgl. [ , S. 92ff]). Ist T lokal von endlicher Darstel-
lung iiber einer Steinschen Algebra, so hat die étale Aquivalenzrelation
war = Wi gemaf | , Theorem 2.1] einen Kokern in der Kategorie

der komplexen Rdume, den wir mit F*" bezeichnen. Wegen (4.8) (3) steht
dies in Einklang mit der in (1.1) gegebenen Definition.
Es sei S ein Steinscher Raum und A =I'(S, Og).

(6.1) Satz. Sei f: X — Y ein separierter quasikompakter Morphismus von
A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und F ein Ox-Modul endlicher
Darstellung. Dann gilt:

(1) Der Funktor Qr/x;y ist ein separierter algebraischer Raum lokal
von endlicher Darstellung tber Y .

(2) Der Funktor Qran/xan yan ist darstellbar und es ist

Q]_‘an/Xan/Yan - Q.E;'II/X/Y

(6.2) Satz. Sei f: X — Y ein flacher eigentlicher Morphismus von A-
Schemata lokal von endlicher Darstellung, der iber-dies kohomologisch flach
in der Dimension Null ist. Dann gilt:

(1) Der relative Picardsche Funktor Picx/y ist ein algebraischer Raum,
lokal von endlicher Darstellung tberY .
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(2) Der relative Picardsche Funktor Picyan yan ist darstellbar und es ist
PiCXan/Yan = PIC?/Y

Beweis von (6.1) und (6.2). Die jeweiligen Aussagen (1) folgen aus den Dar-
stellbarkeitssiatzen von M. Artin (] , Theoreme (6.1), (7.3)]). Zum Nach-
weis von (2) diirfen wir annehmen, da§ ¥ = Spec A ist. Zur Vereinfachung
der Schreibweise werde der in (6.1) (bzw. (6.2)) betrachtete Funktor auf der
Kategorie der A-Schemata mit /' und der analoge Funktor auf der Kategorie
der komplexen Rdume tiiber S mit F’ bezeichnet.

Es sei Wy — F eine Garbenabbildung der in der oben angegebenen
Definition des algebraischen Raumes beschriebenen Art und Wi, = Wy xp
Wy. Hierbei ist Wy ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Zu idyy,
gehort ein Element ¢ € F(Wy), das im Kern von F(Wy) = F(W7) liegt.
Den Kokern der étalen Aquivalenzrelation Wi = WE" bezeichen wir mit
R. Die kanonische holomorphe Abbildung W§i" — R ist étale und surjektiv,
vgl. [ , Theorem 2.1]. Das Element ¢ € F(W;) definiert ein Element
& ¢ F'(WEn), welches im Kern von F/(WE) = F/(Win) liegt. Weil die
kanonische Sequenz

F'(R) — F'(Wg") = F'(Wi™)

exakt ist (vgl. loc. cit., Satz 5.4), gibt es daher genau ein £ € F'(R), das
auf €20 abgebildet wird.

Wir behaupten, dafl das Paar (R, ) den Funktor F” reprisentiert. Dazu
haben wir zu zeigen, daf fiir jeden komplexen Raum T iiber S die Abbildung

(6.3) Homg(T, R) — F'(T),h +— F'(h)(&),

bijektiv ist. Offenbar darf T" hierzu beliebig verkleinert werden. Insbesondere
dirfen wir 7' von vornherein als Steinsch annehmen. Sei B = I'(T, Or)
die Algebra der globalen Schnitte von 7" und ' € F/(T). Es ist X" xg
T = (X ®4 B)* nach (1.2). Indem wir T' gegebenenfalls schrumpfen lassen,
konnen wir daher wegen (5.1) erreichen, dafl ein n € F(B) existiert mit
n® = 7. Durch Basiserweiterung mit der durch 7 definierten Abbildung
Spec B — F erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

Vi ——= Vy —— Spec B

o

W1:§W0—>F

in dem die V; = W; xp Spec B Schemata lokal von endlicher Darstellung
iiber B sind. V; = Vj ist eine étale Aguivalenzrelation mit Quotient Spec B
. Wegen (4.8) (3) ist folglich auch V" = V@@ eine étale Aquivalenzrela-
tion mit Quotient 7. Die Abbildung h{" definiert daher eine holomorphe
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Abbildung h: T — R, die das Diagramm

‘/E)an T

| y

Wan —— R

kommutativ macht. Betrachten wir die beiden Elemente ', F'(h)(&) € F'(T).
Offenbar sind ihre Bilder in F'(V{") gleich. Weil F'(T') — F'(V&") injektiv
ist, folgt ' = F'(h)(&). Dies zeigt die Surjektivitdt der Abbildung (6.3).
Zum Nachweis der Injektivitdt diirfen wir annehmen, dafl 7' ein ein-
punktiger komplexer Raum ist. Seien also g, h zwei holomorphe Abbildun-
gen von T in R mit F'(g)(§) = F'(h)(€). Weil die Abbildung W§* — R
lokal Schnitte besitzt, lassen sich ¢ und h zu holomorphen Abbildungen
g, h:T — W§" hochheben. Dann liefern die Kompositionen von iy o g und
iw, © h mit Wy — F dieselbe Abbildung ' — F. Folglich gibt es eine
holomorphe Abbildung 7" — W{", deren Komposition mit den beiden Ab-
bildungen Wa" — Wt gerade g bzw. H ergibt. Wegen Wt = Wi» x p Wg»
folgt hieraus g = h. O

7 Der relative Riemannsche Existenzsatz

Ein Morphismus Z’ — Z von Schemata (bzw. von komplexen Riumen)
heifit étale-Uberlagerung, wenn er endlich und étale ist. Mit Et(Z) werde
die Kategorie der étale-Uberlagerungen von Z bezeichnet.

Sei wieder S ein Steinscher Raum und A = I'(S,Og). Wir wollen in
diesem Paragraphen die étale-Uberlagerungen eines A-Schemas von endli-
cher Darstellung mit denen des zugehorigen komplexen Raumes vergleichen.
Vorbereitend zeigen wir dazu:

(7.1) Lemma. Es sei (X;)i<i<n eine endliche Familie von A-Schemata
von endlicher Darstellung. Fir jedes Steinsche Kompaktum K C S sind
aquivalent:

(a) Es gibt eine Umgebungsbasis b = (Uy) (aus offenen Mengen) von K
derart, dafi X{"|u, irreduzibel (bzw. zusammenhdingend) ist fir alle
iy A

(b) X;®a Ag ist irreduzibel (bzw. zusammenhdangend) fir alle i.

Beweis. Zum Nachweis der Implikation (b) = (a). Wir betrachten zunéchst
die nicht eingeklammerten Aussagen. Seien also die X; ® A irreduzibel.
Es sei Yj;, 1 < j < ny, eine endliche offen-affin Uberdeckung von X;. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit gelte Y;; ® Ag # @ fiir alle 7, j. Kénnen
wir die Behauptung fiir die Familie Y;;, 1 < j < n;, 1 < i < n, zeigen, so
gilt sie auch fiir (X;). Wir diirfen daher voraussetzen, dafl die X; affin sind.
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Durch die Betrachtung der Normalisierung von (X; ® A )req zeigt man, daf
man zusitzlich annehmen darf, dafl X; ® Ax normal ist fiir alle 3.

Nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung von K gibt es pro-
jektive A-Schemata P; von endlicher Darstellung und offene Einbettungen
fit Xy = P; darart, daB8 P, ® Ag und P normal und f; ® Ax dominant
ist. Wegen (3.1) (6) gentigt es, die Behauptung fir (P;) zu zeigen. Seien
gi: Pi — Spec A die Strukturmorphismen, und F; = (g;i")«(Opan) und F
der koharente Og-Modul @' ; F;. Es gibt eine Umgebungsbasis 4 = (Ux)er
von K derart, da8 T'(Uy, F) — I'(K, F) injektiv ist fiir alle A (vgl. [ D-
Dies bedeutet genau, daff die Homomorphismen

LB |0y, Oponiy, ) — TP i, Opon )

samtlich injektiv sind. Der rechts stehende Ring stimmt wegen (4.2) mit
dem globalen Schnittring von P; ® A iiberein, ist also ein Integritétsring.
Daher sind auch die globalen Schnittringe von P |y, Integritétsringe. Es
folgt, dal P*"|y, zusammenhéngend und normal, also irreduzibel ist.

Zum Beweis der eingeklammerten Aussage. Sei X; ® Ag zusammenhén-
gend fiir 1 < ¢ < n. Nach eventueller Verkleinerung von S gibt es abgeschlos-
sene A-Unterschemata von endlicher Darstellung Y;jcx,, 1 < j < n;, derart,
daB die Y;; ® A genau die irreduziblen Komponenten von X; ® Ak sind. Da
X,; ® Ag zusammenhéngend ist, gibt es zu je zwei Punkten x,y € X; ® Ag
eine Teilmenge {j1,...,jm} von{l,..., n;} mit x € Vj;, ® Ak, y € Yy, ® Ax
und Y;;, ® AgNYij,,., ® Ag # @ fiir 1 < v < m. Nach dem bereits bewiese-
nen Teil gibt es eine Umgebungsbasis 4 = (Uy)xes von K derart, dafl Y;3"|u,
irreduzibel fiir alle j,4, A ist. Mit (2.5) ergibt sich hieraus die Behauptung.

Schliefilich folgt die Implikation (a) = (b) ebenfalls aus (2.5). O

Aus (7.1) ergibt sich noch unmittelbar:

(7.2). Es seien (X;) eine endliche Familie von A-Schemata von endlicher
Darstellung und K C S ein Steinsches Kompaktum. Dann gibt es (nach
Schrumpfung von S als Umgebung von K) abgeschlossene Unterschemata
von endlicher Darstellung Y;; € X;, 1 < j < k;, und eine Umgebungsbasis
= (Uy) von K mit:

(1) Die Y;3"|y,, 1 < j < k;, sind genau die irreduziblen Komponenten
(bzw. Zusammenhangskomponenten) von X" |y, fiir alle .

(2) Die Y;j ®4 Ak, 1 < j < k;, sind genau die irreduziblen Komponenten
(bzw. Zusammenhangskomponenten) von X; ® 4 Ag.

Sei wieder K C S ein Steinsches Kompaktum und X ein A-Schema von
endlicher Darstellung. Fiir jede offene Steinsche Umgebung U von K hat
man wegen (3.1) einen natiirlichen Funktor Et(X ®4 Ay) — Et(X?|y).
Durch Ubergang zum induktiven Limes erhalten wir den Funktor

(7.3) Et(X @4 Arc) — lim B6(X™|1).
U
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(7.4) Theorem (Relativer Riemannscher Existenzsatz). Der Funktor (7.3)
ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst, dafl der in Rede stehende Funktor
volltreu ist, daf} also fiir je zwei étale-Uberlagerungen X', X” € Et(X) die
natiirliche Abbildung
(7.5)
HOHIX®AAK(X, ®A AK, X” ®A AK) — @HomXan|U(X'an]U, X//an‘U)
U

bijektiv ist. Gemas | , (8.8.2)], ist die Abbildung

@HomX®AU (X/ ®AU,X” ®AU) — HOIIIX®AK (X/ ®AK,X” & AK>
U

bijektiv. Wir diirfen annehmen, daf§i X’ ® Ax zusammenhingend ist, vgl.
(7.2). Dann ist die Vorgabe eines X ® Ag-Morphismus X' ® Ax — X" ®
Ag gleichwertig mit der Vorgabe einer Zusammenhangskomponente Z von
(X' xx X") ® Ak, fur die der von der ersten Projektion induzierte Mor-
phismus Z — X’ ® A ein Isomorphismum ist. Ebebnso ist ein Element aus
lim Hom yan|,, (X227, X8 |17) gegenben durch ein U, fiir das X'**|;; zusam-
menhéingend ist, und eine Zusammenhangskomponente Z von (X" X yan
X" |y derart, dafi die von der ersten Projektion induzierte Abblidung
Z — X'|y biholomorph ist.

Seien u; € Homx (X', X”), i = 1,2, Morphismen mit «{" = u§". Dann
gilt fiir die Graphen von w;:

an __ _ _ an
[0 = Tyan = Dygn = T30,

Mit (2.5) folgt T'y,ga, =Ty @ Ak =Ty, ® A = Tupeay, also ug @ Ag =
uz ® Ag. Dies zeigt die Injektivitét.

Zum Nachweis der Surjektivitat sei U eine Steinsche Umgebung von K
derart, dafl X*"|;; zusammenhingend ist und Z C (X'®" X xan X"2")|y eine
Zusammenhangskomponent der oben beschriebenen Art. Ohne Einschran-
kung sei U = S. Nach weiterer Schrumpfung von S gibt es Unterschemata
von endlicher Darstellung Z; von X’ xx X”, 1 < i < m, derart, daf} die
Z;® Ak genau die Zusammenhangskomponenten von (X’ x x X”)® A sind.
Wegen (7.2) dirfen wir annehmen, daf§ die Z?" genau die Zusammenhangs-
komponenten von X'®" x yan X"2" sind. Daher existiert ein ¢ mit Z = Z2".
Gemif (3.1) ist dann die durch die erste Projektion induzierte Abbildung
Z; @ A — X' ® Ak ein Isomorphismus. Folglich gehort Z; ® Ax zu einem
X ®@ Ag-Morphismus X' @ Ax — X" @ Ag.

Es bleibt nachzuweisen, da der Funktor (7.3) im wesentlichen surjektiv
ist. Sei dazu X’ eine étale-Uberlagerung von X?". Wir haben zu zeigen, daf
nach Verkleinerung von S als Umgebung von K eine étale-U berlagerung
X' C Et(X) existiert mit X’*® = X’. Da der Funktor volltreu ist, ist dies ein
beziiglich X locales Porblem.
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Ist S klein genug, so findet man ein abgeschlossenes Unterschema von
endlicher Darstellung ¥ von X mit Y ® Ax = (X ® Ak )red- In dem kom-
mutativen Diagramm

Et(X ® AK) e @U Et(Xan|U)

| !

Et(Y X AK) E— hﬂU Et(Yan‘U)

sind dann die vertikalen Pfeile Aquivalenzen von Kategorien (vgl. (2.7) und
[ , (18.1.2)]). Wir diirfen daher annehmen, dafl X ® Ax reduziert
ist.

Als néchstes zeigen wir, dafl man X ® Ax sogar als normal voraussetzen
kann. Nach Verkleinerung von S gibt es ein A-Schema von endlicher Darstel-
lung X und einen A-Morphismus X 2 X derart, da X @ Ax — X @ Ag
die Normalisierung von X ® A ist. p ist ein effektiver Abstiegsmorphis-
mus fiir die Kategorie der étale-Uberlagerungen, vgl. | , (IX 4.7)]. Zu
PP (X)) € Et(X?") gibt es nach Annahme ein X’ € Et(X) mit (X')*" =
P (Xam), falls S klein genug ist. Da (7.3) volltreu ist, diirfen wir anneh-
men, daB X’ mit einem natiirlichen Abstieg versehen ist. Dies liefert ein
X' € Et(X) mit p*(X’) = X’. Nach dem analytischen Analogon zu | ,
(IX 3.2)], ist p*: X" — X ein Abstiegsmorphismus fiir die Kategorie der
étale-Uberlagerungen, so dafi der Isomorphismus p®**(X'an) & pan*(x/an)
von einem Isomorphismus X’/ = X/a% herriihrt.

Sei nun X affin und X ® Ax normal. Nach Schrumpfung von S gibt es
sodann ein projektives A-Schema P von endlicher Darstellung und eine of-
fene Einbettung X < P derart, daf$ P?" normal und X*" — P?" dominant
ist. Nach dem Theorem von Grauert—Remmert iiber endliche normale ana-
lytische Uberlagerungen (| ], vgl. auch [ , (XTI 5.4)]) 1aBt sich X’
zu einer endlichen normalen Uberlagerung Z von P fortsetzen. Sei B die Z
definierende endliche Opan-Algebra. Geméf (5.3) und (4.2) existiert (nach
Schrumpfung von S) eine Op-Algebra A, die als Modul von endlicher Dar-
stellung ist, mit A*" = B. Fiir Y = Spec A gilt daher Y?" = Z. Ist S klein
genug, so ist X’ := Y|x eine étale-Uberlagerung von X mit X" =~ X/, [J

(7.5) Aussage. Es seien X ein A-Schema endlicher Darstellung, X' und
X" zwei endliche X -Schemata endlicher Darstellung sowie K C S ein Stein-
sches Kompaktum. X'® 4 Ak sei reduziert. Dann ist die natiirliche Abbildung

Homxga, (X' @4 Ag, X" @4 Ag) — lim Hom xan),, (X[, X"*"|p)
U
bijektiv.

Beweis nach einer Idee aus [ /. Offenbar diirfen wir annehmen, daf§ X
und damit auch X’ und X” affin ist. Es seien B, C' und D die globa-
len Schnittalgebren von X ® Ag, X' ® Ax und X" @ Ag sowie B** =
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ligf(XaﬂU, Oxan|,, ), und analog C*" und D*". Es ist C*" = C ®p B*" und
D" = D ®p B*. Wir haben zu zeigen, dafl die kanonische Abbildung

Hompg(D,C) — Hompan (D™, C*"), wu+— u®"

bijektiv ist. Da der Homomorphismus C' — C®" nach (5.10) treuflach, ins-
besondere injektiv ist, ist diese Abbildung injektiv. Zum Nachweis der Sur-
jektivitit diirfen wir voraussetzen, dal C' normal ist: Sei ndmlich C — C
die Normalisierung von C' und die Aussage fiir C bereits bewiesen. Weil
O eine treuflache C-Algebra ist, gibt C** N C = C. Sei v: D™ — C°
ein B**-Algebrahomomorphismus. w: D*® — C" bezeichne die Kompo-
sition von v mit C** — C™". Aufgrund unserer Annahme gibt es einen B-
Algebrahomomorphismus u: D — C mit u* = w. Wegen u(D) C C**NC =
C induziert u einen Homomorphismus der gewiinschten Art. Sei daher nun
C normal. Wir diirfen ferner annehmen, dafi C' auch nullteilerfrei ist.

Da die Vorgabe eines B-Homomorphismus D — C' gleichwertig mit der
Vorgabe eines C-Homomorphismus D®pC — C ist, und da D*" ® gan C?" =
(D ®p C)*" gilt, dirfen wir zusitzlich voraussetzen dal B = C' ist. Weiter
kénnen wir D als reduziert annehmen. Ist p ein Primideal in D, so ist das
Erweiterungsideal pD*" wieder prim, vgl. (7.1) und (2.7). Daher kénnen wir
D sogar als nullteilerfrei voraussetzen. Wir haben dann noch zu zeigen, daf}
B — D genau dann bijektiv ist, wenn dies fiir B* — D?" gilt. Dies resultiert
aus der Treuflachheit von B*" iiber B. O

(7.6) Aussage. Es seien X ein A-Schema von endlicher Darstellung, T
eine abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von X und K C S ein Stein-
sches Kompaktum. X ® o4 Ax sei normal und es gelte

COdim(T R4 Ar, X @4 AK) > 1.

Dann definiert der Funktor X' — X' ®4 A eine Aquivalenz zwischen der
Kategorie aller endlichen normalen Uberlagerungen von X ®4 Ay, die au-
Berhalb von T ®4 A étale sind, und der Kategorie der Keime beziiglich
K der endlichen normalen Uberlagerungen von X, die auferhalb von T
étale sind.

Der Beweis von (7.6) ist wegen (7.5) analog zu dem letzten Teil des
Beweises von (7.4).
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