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Einleitung

Im Jahre 1956 zeigte J.-P. Serre in seiner Arbeit ,Géometrie algébrique et géometrie analy-
tique®, dafl die Theorien der kohérenten Garben iiber einem projektiven algebraischen C-Schema
X und tber dem zugehorigen komplexen Raum X2" dquivalent sind. Dieses Resultat wurde
spater von A. Grothendieck auf den Fall kompletter Schemata ausgedehnt, vgl. auch [11]. In
seinen Vortrigen im Séminaire H. Cartan wies dann A. Grothendieck auf die Notwendigkeit
hin, eine relative Theorie der Schemata iiber geringten Ridumen, insbesondere iiber komplexen
Réumen, zu entwickeln. Wesentliche Grundlage sollte dabei der Satz von H. Grauert und R. Rem-
mert iiber projektive holomorphe Abbildungen [10] sein. Eine derartige Theorie wiirde dann
insbesondere Anwendungen der problemloseren algebraischen Methoden in der analytischen
Geometrie ermoglichen.

Dieses Programm ist inzwischen von M. Hakim in einem allgemeineren Rahmen zum Teil
durchgefiihrt worden ([14]). Dabei wird allerdings ein relativ aufwendiger Begriffsapparat ver-
wendet. Es erscheint daher insbesondere im Hinblick auf die zahlreichen Anwendungen dieser
Theorie (Vergleichssatz fir die de Rham-Kohomologie, verschiedene Modulprobleme bei ,alge-
braischen* holomorphen Abbildungen, Divisorenklassengruppen analytischer Algebren [5] usw.)
sinnvoll, speziell fiir den Fall eines komplexen Raumes als Basisraum, einen elementareren Zu-
gang zu diesen Ergebnissen zu geben. Genau dies ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl analoge Untersuchungen im Falle der nichtarchimedischen
Funktionentheorie von U. Kopf in [21] angestellt wurden.

Unsere Vorgehensweise 148t sich folgendermafien darstellen. Sei S ein Steinscher Raum und
X ein Schema lokal von endlicher Darstellung iiber der zu S gehorigen Steinschen Algebra
A =T(S,0g). Diesem Schema kann man in natiirlicher Weise einen komplexen Raum X"
iiber S zuordnen. In §1 sind die wichtigsten formalen Eigenschaften dieser Zuordnung zusam-
mengestellt: Flachheit der kanonischen Abbildung X®" — X Vertriglichkeit mit Faserproduk-
ten und Basiserweiterungen, Skalarrestriktion usw.

In §2 werden algebraische und topologische Eigenschaften des Schemas X mit denen des
zugehorigen komplexen Raumes X2 verglichen. Fiir die algebraischen Eigenschaften ergibt sich
dabei ein Korrespondenzprinzip, das sich etwa folgendermafien umreifien 148t. Sei F eine , gute®
Eigenschaft fiir lokale noethersche Ringe, zum Beispiel Regularitdt, Normalitdt, Reduziertheit
usw. Dann gibt es zu jedem Steinschen Kompaktum K C S mit Schnittring Ax = I'(K, Og)
nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung von K eine abgeschlossene Teilmenge T
von X mit folgenden Eigenschaften: (1) T'®4 A ist die Menge der Punkte x € X ®4 Ak,
in denen der Ring Ox die Eigenschaft E nicht hat. (2) 7%" ist die Menge der Punkte aus
X3 in denen Oxan die Eigenschaft F nicht hat. Ist X quasikompakt, so gilt dariiberhinaus:
Genau dann hat X ® 4 Ax die Eigenschaft E, wenn dies fiir den Keim von X?" beziiglich K gilt.
Hierbei bezeichnet T'®4 A das Urbild von T unter der Projektion X ® 4 Ax — X und 12"
das Urbild von T unter X*" — X. Die Notwendigkeit zur Einbeziehung Steinscher Kompakta
ergibt sich dabei aus der Tatsache, daf§ X i.a. kein lokal noethersches Schema ist, wihrend dies
fir X ® 4 A aufgrund des Satzes von Frisch der Fall ist.

Speziell fir X = Spec A und K = {so} mit sg € S erhélt man das bekannte Korresponden-
zprinzip in der analytischen Geometrie (siehe etwa [6]) zuriick, wéhrend sich fiir S = SpecC
die diesbeziiglichen Ergebnisse aus [11], Exp. XII, ergeben.

In §3 vergleichen wir die Eigenschaften eines Morphismus f : X — Y von A-Schemata
endlicher Darstellung mit denen der zugehorigen holomorphen Abbildung f*" : X*" — Y?". In
§4 nun sei f eigentlich und F ein quasikohérenter Ox-Modul. Wir zeigen den Vergleichssatz
((4.2)): Die kanonischen Homomorphismen RP f,(F)*" — RP f2"(F*") sind bijektiv fiir alle p.
Hierbei bezeichnet 72" das Urbild von F unter der Abbildung X®" — X. Unter Heranziehung
dieses Satzes geben wir dann einige einfache Félle an, in denen der Funktor X — X?2" mit der
Bildung von Kokernen vertréglich ist.
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Alsdann beweisen wir in §5 den Existenzsatz, den man folgendermaflen formulieren kann
(vgl. (5.3)): Ist X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstellung und K C S ein Steinsches
Kompaktum, so ist die Kategorie der kohdrenten Modul auf X ® 4 A dquivalent zu der Kategorie
der Keime beziiglich K von kohdrenten Modul auf X®". Aus diesem Satz ergibt sich eine Reihe
von Folgerungen, von denen nur zwei erwiahnt seien. Die Picardsche Gruppe Pic(X ®4 Af) ist
isomorph zur Gruppe der Keime beziiglich K von Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf
X (vgl. (5.4)). Der Ring der meromorphen Funktionen auf X ® 4 Ax ist kanonisch isomorph
zum Ring der Keime beziiglich K von meromorphen Funktionen auf X" ((5.8)). Aus dem
Vergleichssatz zusammen mit dem Existenzsatz folgt sofort der obenerwéhnte Satz von Grauert-
Remmert iiber projektive holomorphe Abbildungen ((5.11)).

Es seien Y ein (nicht notwendig Steinscher) komplexer Raum und S = @,y Sy eine
graduierte Oy-Algebra endlichen Typs mit kohédrenten homogenen Komponenten. Ahnlich
wie in [13] (II) kann man S ein homogenes analytisches Spektrum X = Projan S zuordnen.
Mit dem Existenz- und Vergleichssatz folgt, dafl die in loc. cit. angegebene Beschreibung der
kohérenten Modul auf X durch graduierte S-Modul auch in dem hier betrachteten Fall giiltig
bleibt (vgl. (5.12)).

In §6 wenden wir den Existenzsatz an, um aus den bekannten algebraischen Darstell-
barkeitssétzen fiir den Hilbertschen und Picardschen Funktor ([3]) analoge Resultate im ana-
lytischen Fall abzuleiten.

Sei X wieder ein (nicht notwendig eigentliches) Schema von endlicher Darstellung iiber der
Steinschen Algebra A = I'(S,Og) und K C S ein Steinsches Kompaktum. Im letzten Para-
graphen zeigen wir, daf8 die Kategorie der étale-Uberlagerungen von X ® 4 A dquivalent ist zur
Kategorie der Keime beziiglich K von étale-Uberlagerungen von X" (Relativer Riemannscher Existenzsatz

(7.4)). Der in [11], Exp. XII, fir den Spezialfall A = C hierfiir angegebene Beweis, der sich
wesentlich auf den Satz von Grauert-Remmert iiber die Fortsetzung normaler analytischer Uber-
lagerungen ([12], vgl. auch loc. cit.) stiitzt, 148t sich in die hier betrachtete allgemeine Situation
iibertragen.

Die Bezeichnungen iibernehmen wir aus [13]; dabei brauchen Schemata geméif neuerem
Sprachgebrauch nicht mehr separiert zu sein. Ist ferner a ein Ideal der Strukturgarbe eines
lokalgeringten Raumes X, so sei D(a) das Komplement der Nullstellenmenge V'(a) von a in X.
Fiir eine Teilmenge E von I'(X, Ox) sei analog V(E) := V(OxFE) und D(E) := X \ V(E). Fiir
einen Modul M iiber dem Ring A bezeichne uM = p4M die Minimalanzahl von Erzeugenden
von M. Ist A noethersch, so sei Sing A die Singularitdtenmenge von Spec A.

Herr Prof. Dr. R. Remmert gab mir die Moglichkeit, die vorliegende Arbeit in dieser Schriften-
reihe zu veroffentlichen. Dafiir sei ihm hier besonders gedankt. Weiterhin méchte ich den Herren
Professoren G. Scheja und U. Storch fiir ihre Unterstiitzung meinen herzlichen Dank aussprechen.
Frau I. Planker, Bochum, danke ich fiir ihre Sorgfalt bei der Anfertigung der Druckvorlagen.
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§1. Der zu einem Schema gehorige komplexe Raum

Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = T'(S, Og) die zugehorige Steinsche Algebra.
X sei ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Fiir jeden (nicht notwendig separierten)
komplexen Raum Z tiber S sei Fx(Z) := Homa(Z,X) die Menge der A-Morphismen von
lokalgeringten Raumen von Z in X. Man hat so einen kontravarianten Funktor Fx von der
Kategorie der komplexen Riaume iiber S in die Kategorie der Mengen definiert.

(1.1) Satz. Der Funktor F ist darstellbar, d.h. es gibt einen komplexen Raum X*" iiber S
und einen A-Morphismus ix : X?" — X derart, dal die Abbildung

Homg(Z, X*™) — Homu(Z,X), h+—ixoh,

fiir jeden komplexen Raum Z iiber S bijektiv ist. Fiir z € X?" ist der zu ix gehorige Homo-
morphismus
OXix(a) = Oxang

flach und induziert einen Isomorphismus in den Komplettierungen. X?2" heifit der zu X gehorige
komplexe Raum.

Beweis. Gilt der Satz fiir X, so auch fiir jedes Unterschema Y von X lokal von endlicher
Darstellung: Sei zuniichst Y ein offenes Unterschema von X. Dann ist iy (Y'), versehen mit der
von X" induzierten Struktur, ein offener analytischer Unterraum von X?®". Offenbar besitzt
i)_(l (Y) die Y definierende universelle Eigenschaft. Die Aussage iiber die Ringhomomorphis-
men ist ebenfalls erfiillt. Sei nun Y ein abgeschlossener Unterraum von X, definiert durch
das endliche Ideal a von Ox. Dann ist Y?" der durch das kohédrente Ideal aQxan definierte
abgeschlossene analytische Unterraum von X?". Da Komplettierung und Restklassenbildung
bei noetherschen Ringen miteinander vertraglich sind, ergibt sich die Aussage iiber die zu iy
gehorigen Ringhomomorphismen unmittelbar aus der entsprechenden Aussage iiber ix. Aus
diesen beiden Spezialfillen folgt sofort der allgemeine Fall eines beliebigen Unterschemas von
endlicher Darstellung.

Der Satz gilt, falls X = Spec B affin ist. Nach dem Bewiesenen geniigt es, den Fall eines Poly-
nomringes B = Alty,...,t,] zu betrachten. Zu dem kanonischen A-Algebrahomomorphismus

Alty, ... ty] — T(S x C", Ogxcn)

gehort nach [13], ERRATA ET APPENDA, (I 1.8.1), ein Morphismus von lokalgeringten Réau-
men
S x C" — Spec Alty, ..., tn],

der das Diagramm
S xCt S

] Js

X = Spec Alty,...,t,] — Spec A

kommutativ macht. Das Paar (S x C", i) besitzt die X?" definierende universelle Eigenschaft.

Zu zeigen bleibt die Aussage tber ix. Sei (s,a1,...,a,) € S x C", m(s) das zu s gehorige
maximale Ideal von A sowie M das von m(s) und ¢; —a;, 1 <i < n, in A[ty,...,t,] erzeugte
maximale Ideal. Es ist ix(s,a1,...,a,) = M. Bekanntlich ist A(s) noethersch und der kanon-

ische Homomorphismus A5y — Os s induziert einen Isomorphismus in den Komplettierungen.
Wegen

A[tla s ,tn]m = Am(s) [tl, s 7tn](m(s),t1—a1,...,tn—an)

und
(OSXC",(s,al,.‘.,an))/\ = (OS,S)/\[[tl —ay,..., tp — an]]



Der zu einem Schema gehdrige komplexe Raum )

gilt die entsprechende Aussage auch fir die Erweiterung
Alta, - s tnlor — Ogxen (s,a1,..an)-

Der allgemeine Fall 148t sich nun auf die behandelten Spezialfille zuriickfithren: Sei (X;);er
eine offen-affine Uberdeckung von X. Nach dem ersten Teil des Beweises lassen sich die X", i €
I, zu einem komplexen Raum X?2" iiber S zusammenkleben, der die geforderten Eigenschaften
hat. ([

Die Zuordnung X — X?®" ist funktoriell: Zu einem A-Morphismus f : X — Y gehort eine
holomorphe S-Abbildung X" — Y?" die wir mit f®" bezeichnen.

Der Funktor X +— X?" kommutiert mit Faserprodukten: Sind X, Y und Z drei A-Schemata
lokal von endlicher Darstellung und X — Z, Y — Z A-Morphismen, so ist

(X xz V)™ = X X yan Y20,

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl X xzY ein Produkt von X und Y in der Kategorie
der geringten Rdume mit lokalen Ringen iiber Z ist, vgl. [13], ERRATA ET APPENDA, (I
3.2.9).

Fiir einen Ox-Modul F setzen wir F2" := % (F). Wegen (1.1) ist F — F*" ein exakter
Funktor.

Wir fithren noch folgende Abkiirzungen ein: Ist M eine beliebige Teilmenge von S, so sei
Ay :=T(M,Og). Fir einen komplexen Raum Z tiber S mit Strukturmorphismus f: Z — S
bezeichne Z | M den C-geringten Raum (f~(M), Oz|f~1(M)). Ist M offen, so ist Z | M wieder
ein komplexer Raum. Fir eine beliebige Teilmenge T von Z (bzw. einen Oz-Modul F) sei
ebenso T|M =T N f~Y(M) (bzw. F| M := F|f~1(M)).

Basiserweiterung. (1.2). Sei S’ — S eine holomorphe Abbildung Steinscher Rdume und
A" :=T(5",0g). Fiir jedes A-Schema X lokal von endlicher Darstellung ist dann

(X @4 A" = X" xg 5.
Speziell gilt fiir einen offenen Steinschen Unterraum U C S
(X ®4 Ap)*" = X2 | U.

Beweis. Es gibt einen natiirlichen A’-Morphismus 7 : X xg S’ — X ® 4 A’. Man priift leicht,
daBl das Paar (X?" xg5’,4) die (X ®4 A")*® definierende universelle Eigenschaft besitzt. [

Skalarrestriktion. (1.3). Es sei S’ — S eine holomorphe Abbildung Steinscher Raume, A’ :=
['(S’,Og) und X’ ein A’-Schema lokal von endlicher Darstellung. X', aufgefafit als A-Schema,
werde mit X bezeichnet. Ist dann X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung und ist
dim S’ < oo, so gilt X?" = X0,

Beweis. Sei f': X' — Spec A’ der Strukturmorphismus. Zu f' oiyx : X** — Spec A’ gehort

wegen dim S’ < oo eine holomorphe S-Abbildung ¢ : X" — S’ vgl. [7], § 1. Sei Z <L &' ein
komplexer Raum tiber S” und ® : Z — X’ ein A’-Morphismus.

S
1

Xan ¥ s/

i
Z % SpecA/
o] Tigs

X' s Spec A’
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Es gibt eine holomorphe S-Abbildung h : Z — X?" mit ® =ix o h. Aus
iggopoh=foixoh=fo®=igog

folgt ¢ o h = g. Daher ist h ein S’-Morphismus. Die Eindeutigkeit von h ist trivial. O

Wir notieren die folgende fiir Reduktionen niitzliche Variante von (1.2):
(1.4) . f:X — Y sei ein Morphismus von A-Schemata lokal von endlicher Darstellung. Dabei
sei Y = Spec B affin. Sei C :=I'(Y?", Oyan) die zu YY" gehorige Steinsche Algebra. Dann ist
X ®p C ein C-Schema lokal von endlicher Darstellung und es gilt

(X ®B C)an — Xal’l

als komplexe Raume iiber Y?2",

Beweis. Der Beweis ergibt sich leicht aus dem oben bereits verwendeten Satz von Igusa-Forster
([7] §1), wenn man noch beachtet, dafi B dicht in C' liegt. O

§ 2. Korrespondenz algebraischer und topologischer Eigenschaften

Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus §1 bei. Sei K C S ein Steinsches
Kompaktum, das ist eine semianalytische kompakte Teilmenge von S, die eine Umgebungsbasis
aus offenen Steinschen Mengen besitzt. Der Ring Ax = I'(K, Og) ist dann noethersch ([9]),
ausgezeichnet ([4], §1) und Restklassenring eines reguldren Ringes. Letzteres folgt aus
(2.1) Lemma. Seien Z ein Steinscher Raum, Y ein abgeschlossener Unterraum von Z und K
ein Steinsches Kompaktum in Y. Dann ist K auch ein Steinsches Kompaktum in Z.

Beweis. Sei W eine offene Umgebung von K in Z. Wir wéihlen eine Y-offene Steinsche Menge V'
mit K CV cC W. Nach einem (bisher unveroffentlichten) Satz von A. Douady gibt es eine in
Z offene Steinsche Menge U mit UNY = V. Gemé$ [16] besitzt der abgeschlossene Unterraum
UNY von U eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen. Daher findet man eine
offene Steinsche Menge D in U mit UNY C D C U N W. Hieraus folgt die Behauptung. O

Wir benétigen zunéchst:

(2.2) . Seien K C L zwei Steinsche Kompakta in S und X ein A-Schema lokal von endlicher
Darstellung. Dann ist der kanonische Morphismus

X®AAK1L—’K>X®AAL

regulér.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl Spec Ax — Spec Ay, regulédr ist. Sei dazu p C Ax ein
Primideal und q := p N Az. Wir haben zu zeigen, dafl (Ak),/q(Ak ), (geometrisch) regulér
ist. Dazu dirfen wir annehmen, dafl ¢ = 0 gilt. Sei a C Og ein kohédrentes Ideal, dessen
Nullstellenmenge mit der Singularitdtenmenge von S iibereinstimmt und a := I'(L, a). Dann
gilt bekanntlich V(a) = Sing A7, und V(aAg) = Sing Ax. Da A ein Integritédtsring ist, ist a
verschieden vom Nullideal. Folglich ist aAx € p, d.h. (Ak)y ist regulér.

Daf iy, i regulér ist, ergibt sich nun beispielsweise aus [13], (IV 6.8.3). O

Sei F ein Ox-Modul. Ist M C S, so bezeichne F ®4 Aps das Urbild von F unter der
Projektion X ® 4 Ap;y — X. Fir eine beliebige Teilmenge T von X sei T'® 4 Ajs das Urbild von
T in X ®4 Ay sowie T := i}(T) € X*. Mit diesen Notationen gilt
(2.3) . Sei F ein endlicher quasikohérenter O x-Modul und E eine der folgenden Eigenschaften
fiir endliche Modul iiber lokalen noetherschen Ringen:
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1) Trivialitat (d.h. Nullsein) bzw. Freiheit.

2) u <n bzw. dim. proj < n.

4) (Sn)-

(1)

(2)

(3) torsionslos bzw. reflexiv zu sein.
(4)

(5) coprof < n bzw. CM-Modul.

5

Seien K C L zwei Steinsche Kompakta. Es sei Tk die Menge der Punkte x € X ®4 Ag,
fiir die der Ox-Modul (F ®4 Ak), die Eigenschaft E nicht hat, und analog T7. Dann ist T,
abgeschlossen und es gilt

Tk = ip (TL).

Beweis. Daf die Mengen T}, fiir die unter (1) bis (3) aufgezéhlten Eigenschaften abgeschlossen
sind, ist klar. Fiir die Eigenschaften aus (4) und (5) ergibt sich die Abgeschlossenheit daraus,
daB X ®4 Ay, lokal in ein reguldres Schema einbettbar ist, vgl. [13], (IV 6.11.2). Die Beziehung
Tx = i} 5% (TL) resultiert wegen (2.2) aus den folgenden Aussagen: Sei B — C ein lokaler
Homomofphismus lokaler noetherscher Ringe derart, dafl der zugehérige Morphismus Spec C' —
Spec B regular ist, und N ein endlicher B-Modul. Genau dann ist N Null bzw. frei, wenn dies
fiir den C-Modul N®pC gilt. Esist upN = puc N ® g C und dim. projg N = dim. projo N®@pC.
Genau dann ist N torsionslos bzw. reflexiv, wenn dies fiir N @ g C' gilt. N geniigt der Bedingung
(Sp) dann und nur dann, wenn dies fiir N ®p C gilt ([13], (IV 6.4.2)). Es ist coprofz N =
coprofo N ®@p C ([13], (IV 6.3.2)). O

Wichtiger sind die folgenden, nur fiir Ringe definierten Eigenschaften.

(2.4) . Sei a C Ox ein endliches Ideal und E eine der folgenden Eigenschaften fiir lokale
noethersche Ringe bzw. fiir ein Ideal in einem solchen Ring.

1) (Rn).

4

)
2) Regularitat bzw. Normalitdt bzw. Reduziertheit.
)
) ht > n.

(
(
(3) Vollstandiger Durchschnitt bzw. Gorensteinring.
(

Sei T die Menge der Punkte z € X ®4 Ag, fir die Ox bzw. (a ® 4 Ag), die Eigenschaft E
nicht hat, und analog 7. Dann ist T}, abgeschlossen und es ist

Tx = ip e (TL).

Der Beweis von (2.4) verlauft analog zu dem Beweis von (2.3). Die Abgeschlossenheit von 77,
folgt hier fiir die unter (1) und (2) angegebenen Eigenschaften aus der Tatsache, dal X ® 4 Ap
ein ausgezeichnetes Schema ist, vgl. [13], (IV 7.8.3).

Fiir die Eigenschaften aus (3) geniigt es, folgendes zu zeigen. Sei B — C' ein flacher Ho-
momorphismus reguldrer Ringe, b C B ein Ideal, © C C ein bC' umfassendes Primideal und
q :=tN B. Genau dann ist (B/b)y ein vollstdndiger Durchschnitt bzw. Gorensteinring, wenn
dies fiir (C'/bC), gilt. Ferner ist die Menge der Primideale q, fiir die (B/b), ein vollstandiger
Durchschnitt bzw. Gorensteinring ist, offen in Spec B/b.

Dies resultiert unmittelbar aus den folgenden Tatsachen. (B/b)g ist vollstindiger Durch-
schnitt genau dann, wenn by von einer Primfolge erzeugt werden kann. Genau dann ist (B/b),
Gorensteinsch, wenn Ext%(B/b, B)q als (B/b)g-Modul frei (vom Rang 1) ist. Hierbei ist s die
Hohe von by.
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Zur spateren Verwendung zeigen wir

(2.5) . Essei K C S ein Steinsches Kompaktum. Ist dann X quasikompakt und 7" C X
konstruierbar, so sind dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K mit 72" |U = ().
(b) T4 A = 0.

Beweis. Mit f : X — Spec A werde der Strukturmorphismus bezeichnet. Wir wollen uns
zunéchst iiberlegen, dafl es geniigt, den Fall X = Spec A zu betrachten. Jedenfalls diirfen wir
annehmen, dafl T'= X affin ist. Es gilt

PR = f(X)™ sowie [ @ A(X @ Ak) = F(X) ® A

Daher ist (a) gleichwertig damit, dafl man S als Umgebung von K derart wéahlen kann, daf
f(X)a = 0 ist (vgl. auch (1.2)), wahrend (b) bedeutet, dafi f(X) ® Ax = 0 ist. Da f(X)
nach dem Konstruierbarkeitssatz von Chevalley ([13], (IV 1.8.4)) tiberdies eine konstruierbare
Teilmenge von Spec A ist, ist die gewiinschte Reduktion gezeigt.

Sei nun X = Spec A. Es gibt endlich erzeugte Ideale a;,b; C A, 1 <4 < n, mit

T= LnJ V(al) N D(bz)

i=1

Ohne Einschrankung sei n = 1. Bedingung (b) ist dann dquivalent dazu, dafl b1 Ax C Va1 Ax
ist. Hingegen besagt (a), dafl es eine Umgebung U von K mit V(a;0y) N D(610y) = O gilt.
Die Gleichwertigkeit von (a) und (b) folgt nun aus dem Nullstellensatz. O

(2.6) Definition. Sei F ein endlicher quasikohérenter Ox-Modul. Eine Eigenschaft F, die fiir
endliche Modul iiber lokalen noetherschen Ringen definiert ist, heifit korrespondierend fur F,
wenn gilt: Ist K C S ein Steinsches Kompaktum, so gibt es nach eventueller Verkleinerung
von S als Umgebung von K eine abgeschlossene konstruierbare Menge 7' C X mit folgenden
Eigenschaften:

(1) T®g Ak ist die Menge der Punkte z aus X ® 4 Ak, in denen (F ® 4 A ), die Eigenschaft
FE nicht hat.

(2) T ist die Menge der Punkte aus X?", in denen F*" die Eigenschaft F nicht hat.

Ist E eine Eigenschaft lokaler noetherscher Ringe, so definiert man analog, wann E korrespondierend fiir Oy

heiflen soll.

Man beachte, da3 T (nach eventueller Verkleinerung von S) durch 7' ®4 Ak eindeutig
bestimmyt ist, falls X quasikompakt ist, vgl. [13], (IV 8.3.11).

Betrachten wir noch den Spezialfall X = Spec A. Die Vorgabe von F ist dann im wesentlichen
dquivalent mit der Vorgabe eines kohédrenten Og-Moduls, den wir wieder mit F bezeichnen
wollen. F ist korrespondierend fiir F genau dann, wenn es zu jedem Steinschen Kompaktum
K C S nach eventueller Verkleinerung von S ein endliches Ideal Z C Ox mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(1) V(I'(K,Z)) ist die Menge der Primideale q C A, fiir die der (Ax)q-Modul I'(K, F), die
Eigenschaft F nicht hat.

(2) V(Z) ist die Menge der Punkte s € S, fiir die F, die Eigenschaft E nicht hat.
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Korrespondenz algebraischer Eigenschaften. (2.7). X sei ein A-Schema lokal von endlicher
Darstellung, F ein endlicher quasikohérenter Ox-Modul und a C Ox ein endliches Ideal. Sei F
eine der in (2.3) und (2.4) betrachteten Eigenschaften fiir Ringe bzw. Modul bzw. Ideale. Dann
ist F korrespondierend. Ist X auflerdem quasikompakt, so sind fiir jedes Steinsche Kompaktum
K C S édquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, da§ X?" |U bzw. F?" |U bzw. a®" |U die
FEigenschaft E hat.

(b) X ®4 Ag bzw. F @4 Ak bzw. a ®4 Ak hat E.

Beweis. Es sei L C S ein Steinsches Kompaktum mit K C L sowie U eine offene Steinsche
Umgebung von K mit K C U C L. Die Mengen T;, und Tk seien wie in (2.3) und (2.4)
definiert. T':= T, ®4, Ay ist eine abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von X ®4 Ay mit
T®aAxg = Tk, vgl. (2.3) und (2.4). Seii: X*"|L — X ®4 Ay der kanonische Morphismus.
Dann ist i71(7y) die Menge der Punkte z € X" | L, fiir die Oxan, bzw. F2" bzw. a2" die
Eigenschaft E nicht hat. Wir ersetzen nun S durch U. Dann hat 7 die in (2.6) angegebenen
Eigenschaften. Folglich ist E korrespondierend. Schliefflich ergibt sich die Gleichwertigkeit von
(a) und (b) aus (2.5). O

Wir wollen nun die Dimension eines A-Schemas mit der des assoziierten komplexen Raumes
vergleichen.
(2.8) Aussage. Seien X ein eigentliches A-Schema von endlicher Darstellung und K C S ein
Steinsches Kompaktum. Dann gibt es (nach Schrumpfung von S) abgeschlossene konstruierbare
Teilmengen T;,, von X mit:

(1) Esist 3™ die Menge der Punkte x € X", fiir die dim Oxan , > n gilt.

(2) T, ®4Ak ist die Vereinigung der irreduziblen Komponenten von X ® 4 A, deren Dimension
> n ist.

Ferner gilt fiir jede hinreichend kleine Umgebung U von K
dim X ®4 Ag = dim X*" | U.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dafl fir jedes (nicht notwendig eigentliche) A-Schema X von
endlicher Darstellung und jede Umgebung U von K die Ungleichung dim X ® Ax < dim X" |U
gilt. Dazu darf man X als affin annehmen. Sei k := dim X ® Ax. Es gibt nach Verkleinerung
von S konstruierbare Teilmengen X; C X;.1 von X derart, dafl

X0®AK<X1®AK<"'<Xk®AK

eine Kette von irreduziblen Mengen ist. Nach (7.1) findet man eine Umgebungsbasis (Uy) von K
derart, dafl die X2 | Uy samtlich irreduzibel sind. Zusammen mit (2.5) zeigt dies die Giiltigkeit
der obigen Ungleichung.

Sei nun X eigentlich tiber A. Dann gibt es eine Umgebung U von K mit dim X" |U =
dim X" | K =: [, vgl. (3.1). Mithin existiert ein Punkt z € X* | K mit | = dim Oxan, <
dim X ® Ag. Folglich gilt dim X ® Ax = dim X*"|U fiir hinreichend kleines U. Ist S klein
genug, so gibt es abgeschlossene konstruierbare Mengen X; C X, 1 < ¢ < m, sowie eine
Umgebungsbasis (Uy) von K dergestalt, dafi die X; ® Ax (bzw. X2 | Uy) genau die irreduziblen
Komponenten von X ® Ag (bzw. X?" | Uy) sind, vgl. (7.2). Wir diirfen annehmen, da§ .S unter
den Uy vorkommt und da dim X; ® Ax = dim X2" | U, ist fir alle i. Man braucht dann nur
noch T}, als die Vereinigung tiber alle X; mit dim X; ® Ax > n zu wéahlen. O
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Ohne Endlichkeitsvoraussetzung verliert (2.8) seine Giiltigkeit, wie das folgende triviale
Beispiel zeigt: S := C mit Koordinate z, X := Spec A, und K := {0}. Dann ist dim X® 4 Ax = 0,
aber dim X" |U = 1 fiir jede Umgebung U von 0.

Wenden wir uns nun den topologischen Eigenschaften zu.

(2.9) . Essei X ein A-Schema lokal von endlicher Darstellung. Fir jede lokal konstruierbare
Teilmenge T" von X gilt dann
T =Tan,

Beweis. Man darf annehmen, daf§ X affin ist. Sei U C S ein relativkompakter offener Steinscher
Unterraum. Da die Ringerweiterung A — Ay flach ist, gilt fiir die Projektion p: X @ 4 Ay — X
dann p~Y(T) = p~Y(T) = T ®a Ay, vgl. [13], (IV 2.3.10). Zusammen mit (1.2) zeigt dies,
dafl die Behauptung lokal beziiglich S ist. Mit den Resultaten aus [13] (IV 8) kann man sich
nun auf den Fall beschranken, da8 T offen und dicht in X ist. Wir setzen H := X \ T. Fiir
jedes Steinsche Kompaktum K C S gilt dann codim(H ® 4 Ax, X ®4 Ax) > 1. Hieraus folgt
codim(H?", X?") > 1 nach (2.7). Daher ist H*" nirgends dicht in X" und folglich T°" =
X\ H* wie behauptet, dicht in X", O

Aus (2.9) zusammen mit (2.5) folgt beispielsweise:

(2.10) . X sei ein quasikompaktes A-Schema lokal von endlicher Darstellung und 7" eine
konstruierbare Teilmenge von X. Fiir jedes Steinsche Kompaktum K C S sind dann dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, daf§ 7% | U dicht (bzw. abgeschlossen bzw.
offen) in X" | U ist.

(b) T ®4 Ak ist dicht (bzw. abgeschlossen bzw. offen) in X ®4 Ag.

Wie die irreduziblen Komponenten (bzw. Zusammenhangskomponenten) eines A-Schemas
mit denen des zugehorigen komplexen Raumes zusammenhéngen, zeigen wir in § 7.

§3. Korrespondenz bei Morphismen

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien weiter wie in § 1. Wir wollen die Eigenschaften
eines Morphismus von A-Schemata mit denen der zugehérigen holomorphen Abbildung vergle-
ichen.

(3.1) Satz (Korrespondenz bei Morphismen). X und Y seien quasikompakte A-Schemata
lokal von endlicher Darstellung und f : X — Y ein A-Morphismus von endlicher Darstellung.
Sei P die Eigenschaft

1) flach (bzw. unverzweigt bzw. étale bzw. glatt)

2) surjektiv (bzw. universell injektiv)

4) separiert (bzw. Monomorphismus)

(
(
(
(
(5) eigentlich (bzw. endlich)
(

)
)
3) Isomorphismus (bzw. offene Einbettung bzw. abgeschlossene Einbettung bzw. Einbettung)
)
)
)

6) dominant
zu sein. Fir jedes Steinsche Kompaktum K C S sind dann dquivalent:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von K derart, dafi f*"|U : X**|U — Y?"|U die
FEigenschaft P hat.
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(b) f®aArg : X ®4 Ax — Y ®4 Ak hat die Eigenschaft P.

Beweis. Sei L ein Steinsches Kompaktum mit K C L. Es seien
i XM L->X®AL, j:Y"|L->Y®AL

iL7K:X®AK—>X®AL, jL7K2Y®AK—>Y®AL

die kanonischen Morphismen. Zum Nachweis der Aquivalenz von (a) und (b) diirfen wir an-
nehmen, dafl Y affin ist.

Sei P zunéchst eine der in (1) angegebenen Eigenschaften und 77, die Menge aller Punkte
aus X ® Ag, in denen f ® Ay die Eigenschaft P nicht hat, und analog Tx. Geméa8 [13], (IV
11.1.1) und (IV 12.1.7) ist Ty, abgeschlossen in X ® Ay. Es ist i~!(T}) die Menge der Punkte
aus X2"| L, in denen f* die Eigenschaft P nicht hat. Ferner gilt i} % (71) = Tk, vgl. [13], (IV
17.7.1). Die Gleichwertigkeit von (a) und (b) ergibt sich nun aus (25)

Analog verfihrt man bei der Eigenschaft ,Surjektivitat”.

Sei nun P die Eigenschaft, universell injektiv zu sein. Eine Abbildung von Schemata ist genau
dann universell injektiv, wenn sie radiziell ist, wahrend fiir Abbildungen komplexer Rdume die
Begriffe ,universell injektiv* und ,injektiv® zusammenfallen. Mit 77 werde die Menge aller
Punkte y € Y ® A, bezeichnet, deren Faser (X ® Ar), nicht radiziell iiber dem Restekérper k(y)
ist, und analog Tk. Nach [13] (IV 9.6.1) ist 17, konstruierbar in Y ® Ar,. Etwa unter Verwendung
von (1.3) sieht man, daf j~*(7L) genau aus den Punkten y € Y" | L besteht, deren Faser X3
mindestens zweipunktig ist. Ferner ist j;}lK(TL) = Tk wegen [13], (I 3.5.7) und (IV 2.6.1). Die
Aquivalenz von (a) und (b) ergibt sich nun wieder aus (2.5).

Ein Morphismus von Schemata ist genau dann eine offene Einbettung, wenn er étale und
radiziell ist ([13], (IV 17.9.1)). Ferner ist eine Abbildung von Schemata bzw. von komplexen
Réaumen genau dann ein Monomorphismus, wenn die zugehorige Diagonalabbildung ein Isomor-
phismus ist. Hieraus ergibt sich zusammen mit dem oben Bewiesenen die Aquivalenz von (a)
und (b) fir die Eigenschaften ,offene Einbettung®, ,Isomorphismus®* und ,Monomorphismus®.

Nach dem Konstruierbarkeitssatz von Chevalley ist T := f(X) eine konstruierbare Menge in
Y. Esist T2 |U = fA*|U(X*|U) sowie T ® Ax = f @ Ag(X ® Ak). Aus (2.10) folgt jetzt
die Gleichwertigkeit von (a) und (b) fiir die Eigenschaft dominant zu sein.

Eine Abbildung von Schemata bzw. komplexen Rdumen ist genau dann separiert, wenn die
zugehorige Diagonalabbildung ein abgeschlossenes Bild hat. Die Aquivalenz von (a) und (b) fiir
die Eigenschaft separiert zu sein, ergibt sich daher gleichfalls aus (2.10).

Sei f eigentlich. Mit dem Lemma von Chow ([13], (IV 8.10.5)) folgt, dal dann auch f2"
eigentlich ist. Ist f sogar endlich, so ist f2" als eigentliche Abbildung mit endlichen Fasern
ebenfalls endlich. Zusammen mit [13] (IV 8.10.5) ergibt sich hieraus die Implikation (b)=>(a)
fiir diese Eigenschaften. Umgekehrt werde vorausgesetzt, dafl f2" | U eigentlich ist. Ohne Ein-
schrankung sei U = S. Jedenfalls ist f ® Ax separiert. Um zu zeigen, dafl f ® Ax eigentlich
ist, geniigt es nachzuweisen, dafl die Abbildungen

(X xAD) @ A — (Y x AZ) ® Ag, né€eN,

abgeschlossen sind (Hierbei bezeichnet A7 den n-dimensionalen affinen Raum). Dies folgt aber
aus (2.10) unter Beachtung von [13], (IV 8.3.11). Sei nun f*" |U endlich. Dann ist f ® Ax nach
dem Bewiesenen eigentlich. Unter Verwendung des Halbstetigkeitssatzes von Chevalley ([13]
(IV 13.3.1)) zeigt man, dafi f ® Ax auch endliche Fasern hat. Daher ist f ® Ag endlich.

Aus der Konstruktion von X" folgt: Mit f ist auch f2" eine Einbettung (bzw. abgeschlossene
Einbettung). Dies zeigt zusammen mit [13], (IV 8.10.5), die Giiltigkeit der Implikation (b)=-(a)
fir diese Eigenschaften. Umgekehrt werde angenommen, dafl f" |U eine Einbettung (bzw.
abgeschlossene Einbettung) ist. Ohne Einschriankung sei U = S. Nach eventueller Verkleinerung
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von S als Umgebung von K diirfen wir annehmen, daf§ das abgeschlossene Bild Z := f(X)
von X unter f ([13], (I 9.5.3)) existiert und von endlicher Darstellung iiber A ist. Aus der
kanonischen Faktorisierung

XLz —y

von f leitet sich eine entsprechende Faktorisierung von f2" ab. Wegen ¢®"(X?") = g(X)?" folgt
aus (2.9), daBB ¢*"(X?") dicht in Z*" liegt. Nach Voraussetzung ist ¢**(X?") = f**(X?") lokal
abgeschlossen in Y*". Daher ist g(X)?" offen in Z*". Wegen (2.10) ist dann g(X) offen in Z,
falls S klein genug ist. Wir betrachten die kanonische Faktorisierung

Xgx)— 2z

von g. Es ist h?" ein eigentlicher Monomorphismus. Daher ist auch h ® Ax ein eigentlicher
Monomorphismus, also eine abgeschlossene Einbettung. Insgesamt ist f ® A eine Einbettung.
War f2" sogar eine abgeschlossene Einbettung, so hat f ® Ax auch ein abgeschlossenes Bild,
ist also eine abgeschlossene Einbettung. O

Bemerkungen. (1) Aus (3.1) folgt noch, da8 mit f auch f2" die Eigenschaft P hat. Hierbei
brauchen X und Y weder quasikompakt noch f von endlicher Darstellung zu sein, falls P eine
der Eigenschaften aus (1) bis (5) ist.

(2) Ist f: X — Y ein lokal projektiver A-Morphismus von endlicher Darstellung, so ist auch
£ lokal projektiv. Umgekehrt gilt: Ist f : X — Spec A von endlicher Darstellung und ist f2"
lokal projektiv, so sind die Morphismen f ®4 Og s projektiv fiir alle s € S. Dies folgt leicht mit
(1.2), (5.5) und (5.6).

§4. Vergleich der Bildgarben. Anwendung auf Gruppoide

Sei Z ein Schema (bzw. ein komplexer Raum). Mit Coh(Z) werde dann die Kategorie der
quasikohdrenten Oz-Modul von endlicher Darstellung (bzw. kohdrenten Oz-Modul) bezeichnet.
Im folgenden sei S ein Steinscher Raum und A = T'(S, Og) die Algebra der globalen Schnitte
von S. Seien X und Y A-Schemata lokal von endlicher Darstellung und f : X — Y ein
A-Morphismus. Fiir jeden Ox-Modul F und jedes p € N hat man dann einen kanonischen

Oyan-Homomorphismus
R £, (F)™ — P f(Fo0), (4.1)

(4.2) Theorem (Vergleichssatz). Ist f eigentlich und F ein quasikohérenter Ox-Modul, so
sind die Homomorphismen (4.1) bijektiv.

Beweis. Offenbar ist die Behauptung lokal beziiglich Y. Daher diirfen wir annehmen, daf
Y = Spec B affin ist. Dann ist F der direkte Limes seiner endlichen quasikohdrenten Untermodul.
Es geniigt daher, (4.2) fiir einen endlichen Modul F zu zeigen. Weil die Behauptung natiirlich
auch lokal beziiglich S ist, kann man sogar von vornherein voraussetzen, daf§ F ein Modul von
endlicher Darstellung ist. Dies folgt leicht unter Verwendung Steinscher Kompakta.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dafl es gentigt, den Fall Y = Spec A zu betrachten. Nehmen wir
also an, dafl der Satz fiir diesen Spezialfall bereits bewiesen ist. Es seien C' := I'(Y?", Oyan) die zu
Ya" gehorige Steinsche Algebra, K C Y2" ein Steinsches Kompaktum sowie Cx := I'(K, Oyan).
Die Homomorphismen C' — Ck und B — Cfk sind flach und es ist X** = (X ®p C)*" nach
(1.4). Aufgrund unserer Annahme ist

RY(f @p O)«(F @p O)" = R*(f @p O ((F @5 C)™).

Daher gilt
JH(R(f @B C)((F @5 C) ®c Ck)) = R f2(F™) | K.
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Hierbei bezeichnet j : K — Spec Ck den kanonischen Morphismus. Es ist ferner

RPf(F)®@pCk = RP(f @ Ck)«(F @p Ck)
=RP(f®pC)(F®pC)xc Ck.

Folglich gilt

R [(F)™ | K = (R [.(F) @5 C)
= RPF(F) | K.

Da K beliebig war, folgt die Behauptung.

Als néchstes betrachten wir den Fall, dal X ein abgeschlossenes Unterschema von P, =
Proj Alto, ..., t,] ist. Offenbar darf man annehmen, dafl X = P, ist. Wir zeigen zunéchst:
(4.3) Hilfssatz. Ist Z ein Steinscher Raum, so gilt

I(Z %P, Oyupr) =1(Z,0z) und HP(Z x P",Oyypr) = 0 fiir p > 0.

Beweis (Beweis von (4.3)). Sei U; = D, (t;) das Komplement der durch ¢; definierten Hy-
perfliche im komplex-projektiven Raum P", 0 < ¢ < r. Dann ist Y = (U;) eine Steinsche
Uberdeckung von P". Wir iiberlegen uns zunichst, daf in dem augmentierten Cechkomplex

0— C— C°U, Opr) — CHU,Opr) —> -

die Identitdt nullhomotop ist.

Es sei 7 : C"1\ {0} — P die natiirliche Projektion und V; := 7= 1(U;) = D(t;). Vermittels 7
1a8¢t sich I'(Uj,...s, , Opr) mit der Menge derjenigen Funktionen aus I'(Vj,. i, , Ocr+1) identifizieren,
die auf den Fasern von 7 konstant sind. Seien A die Menge aller (r 4+ 1)-Tupel A = (Ao, ..., Ar)
mit \; = £1, 51-(1) und 52-(71) Zahlen mit 0 < 51(71) < 51(1) und Ki(ﬂ) der orientierte Rand des
(£1)

Kreises um Null in C mit Radius 9;

die Darstellung

. Jede in C*"*! holomorphe Funktion h gestattet dann

h= > Cu(h).

McH{o,...,r}
Hierbei ist Cys(h) die durch

1 \rt1 h(z)
Cor(R)(t) := Mo A (—— / / dz, - dz
u(R)() /\g\ 0 (27m> K0 Sk (20 —to) -+ (20 — 1) 0

M={i:)=—1}

fiir 51(71) < |t < 51-(1) auf C*"*1 definierte holomorphe Funktion. Wir notieren einige Eigen-
schaften von Cjs (vgl. hierzu auch [1], S. 48 ff, und [22]):

(a) Mit h ist auch Cpr(h) in Vi, s, holomorph.

(b) Mit h ist auch Cps(h) auf den Fasern von m konstant. Ferner ist in diesem Falle Cys(h) =0
fir M ={0,...,r}.

(c) Ist hin Vj;..;, holomorph und i ¢ M, so ist Cis(h) in V.. 5, holomorph.

Sei nun f = (fi,...;,) € CP(U, Opr). Zu jeder echten Teilmenge M von {0,...,r} fixieren wir
einen Index 7 € {0,...,7}\ M. Sodann setzen wir

(I)ﬁﬂ(f)io-nip—l = CM(fiig...ip_l) firp >0

und

®%,(f) == Cu(fi) € C.
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Man priift sofort nach, da§ durch ®7 := Y°,, ®%, eine stetige Homotopieabbildung der oben
gesuchten Art definiert wird.

Im allgemeinen Fall ist W = (Z x U;) eine Steinsche Uberdeckung von Z x P". Wegen
C*W,0zxpr) = C*(U,Opr)RcI'(Z,Oz) ist auch in dem augmentierten Komplex

00— F(Z, Oz) — C.(W, OZX]PJ’I')

die Identitat nullhomotop. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Leray. (]

Wir fahren im Beweis von (4.2) fort. Nach (4.2) ist f2"(Oxan) = Og sowie RP f2"(Oxan) =0
fir p > 0. Gema$ [13] (III 2.1), gilt eine entsprechende Aussage auch fiir f. Dies beweist (4.2)
fir F = Ox. Durch Induktion nach r zeigen wir nun, daf} (4.2) auch fiir F = Ox(n) gilt. Der
Fall » = 0 ist trivial. Sei » > 0 und a = (A[to,...,t ] - t,)” das durch ¢, definierte Ox-Ideal.
Dann ist a isomorph zu Ox(—1) und das durch a definierte Unterschema FE' ist isomorph zu
P’A_l. Aus der exakten Sequenz

0—a—0x —0g—0
erhalten wir dann durch Tensorieren mit Ox (n) die exakte Sequenz
0— Ox(n — 1) — OX(n) — (’)E(n) —0

und eine analoge Sequenz auf X?". Durch Vergleich der zugehoérigen langen exakten Kohomolo-
giesequenzen folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dafi die Homomorphismen (4.1) genau fiir
F = Ox(n) bijektiv sind, wenn dies fir F = Ox(n —1) gilt. Da wir (4.2) fir F = Ox(0) = Ox
bereits gezeigt hatten, gilt (4.2) fir F = Ox(n), n € Z.

Sei nun F ein beliebiger endlicher quasikohdrenter Ox-Modul. Wir zeigen durch absteigende
Induktion nach p, dafl der Homomorphismus (4.1) in jedem Punkt s € S bijektiv ist. Dazu
diirfen wir annehmen, dal S die endliche Einbettungsdimension m hat. Fiir p > 2(m + )
sind dann RP £, (F)*" und RPf2"(F*") beide Null, so dafl der Induktionsanfang gesichert ist.
Nach Verkleinerung von S als Umgebung von s gibt es eine exakte Sequenz von endlichen
quasikohédrenten Ox-Modul

0—R—L—F—0,

wobei £ direkte Summe von Modul der Gestalt Ox(n) ist. Nach dem bereits Bewiesenen gilt
(4.2) daher fiir £. Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

RPf(R)™ — RPf(L)™ — RPfu(F)™ — RPFLL(R)™ — RPFLA(L)™

RPf20(RAM) — RP (L) — RP(F) — RPFf(RR) — RPHLfan(Lom)

in dem &4 nach Induktionsvoraussetzung und €9 und €5 nach dem Bewiesenen bijektiv sind. Nach
dem Fiinfer-Lemma ist dann auch e3 surjektiv. Da dies fiir jedes F gilt, ist auch e; surjektiv.
Eine nochmalige Anwendung des Fiinfer-Lemmas zeigt, dafl 3 auch injektiv und damit bijektiv
ist. Damit ist (4.2) fiir ein projektives A-Schema X bewiesen.

Wir betrachten nun den Fall, dal X eigentlich {iber Spec A liegt. Es geniigt zu zeigen, dafl
die Homomorphismen

RPF(F)F" — RPfIN(F™)s (4.4)
fiir jedes s € S bijektiv sind. Der natiirliche Funktor

limy Coh(X ®4 Ay) — Coh(X ©4 Os,s)
U3s
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ist eine Aquivalenz von Kategorien ([13], (IV 8.5.2)). Ferner gilt
RPf(F)" = HP (X, F) ®4 Os = H'(X ®4 Og, F @4 Os).

Die obigen Homomorphismen hangen daher nur von dem Oxg ,04-Modul F ®4 Og ab.

Sei K5 = Coh(X ®4 Og) die Kategorie der kohdrenten Modul auf X ® 4 Og und K, die volle
Unterkategorie von K, die aus allen kohérenten Modul besteht, fiir die eine offene Umgebung
U von s und eine Liftung zu einem kohérenten Modul auf X ®4 Ay existieren, fiir den die
Homomorphismen (4.4) bijektiv sind. Jeder direkte Summand eines Moduls aus K gehort
wieder zu K. Wir haben zu zeigen, dal K, = K, ist. Weil K. eine exakte Unterkategorie
von Ky ist, konnen wir dazu das ,Lemme de dévissage® ([13](III 3.1)) heranziehen. Es gentigt
also zu zeigen: Zu jeder abgeschlossenen irreduziblen Teilmenge Yy von X ® 4 Og existiert ein
kohidrenter Modul G5 € K, dessen Trager mit Y; iibereinstimmt. Dazu diirfen wir annehmen,
dafl X ® 4 Og irreduzibel ist und dafl Y; = X ® 4 Og ist.

Nach dem Lemma von Chow ([13](II 5.6.2)) in Verbindung mit den Resultaten aus [13](IV 8)
gibt es (nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung von s) ein projektives A-Schema
X’ endlicher Darstellung und einen projektiven und surjektiven A-Morphismus g : X' — X.
Wir diirfen ferner annehmen, daf} fiir geniigend grofies n

RPg.(Ox/(n)) =0 furallep >0 (4.5)
gilt. Sei G := g.(Ox/(n)). Dann hat
G®40s = (9®40s5)«(Oxg,0s(n))

den Trager X ®4 Og. Es geniigt zu zeigen, dal G ® 4 Og in K liegt. Zunichst einmal sind die
natiirlichen Homomorphismen

HP(X ®4 Os, (9 ©4 05)+(0x/8,05(n))) — HP (X' @4 Os, Ox10,05(n)),

p > 0, bijektiv wegen (4.5) (vgl. hierzu [13], (II 12.1.7)). Da g projektiv ist, folgt aus (4.5)
zusammen mit dem bereits Bewiesenen, dafl

RPg2"(Oxran(n)) =0 firallep >0
ist. Mithin degeneriert die Leraysche Spektralsequenz
RP £ (R (Oxrmn (n))) == RPTI(f* 0 ™) (Oxran(n)),
so dafl man natiirliche Isomorphismen
RP£(93" (Oxran(n))) — RP(f 0 g)i" (Oxran(n))
hat. Da f o g projektiv ist, sind die Homomorphismen
HP(X'®4 O05,0x/0,05(n)) — RY(f 0 g)i"(Oxrn(n))s, p =0,
bijektiv. Wegen ¢2"(Oxan(n)) = G*" ist daher
HP(X ®4 05,G ®4 Og) — RP f*(G™"),

bijektiv fiir alle p > 0. O
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(4.6) Korollar. Es seien X ein A-Schema von endlicher Darstellung und F, G endliche
quasikohérente Ox-Modul derart, daff der Durchschnitt ihrer Tréger eigentlich iiber Spec A
liegt. Fiir jedes Steinsche Kompaktum K C S und jedes n € N gibt es dann kanonische
Isomorphismen

EXt%X@)AAK(X @A A F A A, G @4 Ax) — h%EXt%Xanw(Xan’U7fan|U,gan|U).

Hierbei durchlaufe U das System der offenen Steinschen Umgebungen von K. Speziell ist der
natiirliche Homomorphismus

Homo, g , 4, (F ®4 Ak, G ®4 Ag) — lim Homo o | (F* U, G| U)
U

bijektiv.
Beweis. Man darf annehmen, dafl F lokal beziiglich X eine Auflésung durch endliche freie
Modul besitzt. Wie im Beweis von [13], (0 12.3.5), folgt dann, da die Homomorphismen

Exty (F,G) @ Ax — gthQXWK (F® Ak, G® Ak)

Exty (F,G)™ — Extl o (F,G™)
bijektiv sind. Wir betrachten die Spektralsequenzen

HP(X ® Ak, Extl

Ox@Ay

(F@AK,Q@AK))éEti—W (X®AK;.F®AK,Q®AK)

Ox@Ay

. . +
1%1%)@n U, &ty o, (F UG U)) = I%Ext%}jw (XU UG | U).
Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl die natiirlichen Homomorphismen zwischen den E%?-Termen
bijektiv sind. Etwas allgemeiner gilt: Ist F ein endlicher quasikohirenter Ox-Modul, dessen
Tréger eigentlich {iber Spec A liegt, so gibt es kanonische Isomorphismen

HP(X ® A, F @ Ag) < lim HP(X™ |U, F**|U), peN.
U

Ohne Einschrankung sei dazu F ein Modul endlicher Darstellung. Sei a der Annullator von
F und Z das durch a definierte Unterschema von X. Durch Schrumpfung von S kénnen wir
erreichen, daf3 Z von endlicher Darstellung ist. Indem wir X durch Z ersetzen, diirfen wir
schliellich voraussetzen, dafl X eigentlich iiber Spec A liegt.

Nach (4.2) ist jedenfalls R? f,(F)*" — RP f2"(F?") bijektiv. Zusammen mit

I'(K, RPf(F)™) = T'(Spec Age, RP(f @ Ag)«(F ® Ak)) = HP(X © Ak, F ® Ak)

und
D, RPF2(F™)) = lim D(U, BP £2°(F™)) = limy HP(X** | U, F*" | U)
U U
liefert dies die gewiinschten Isomorphismen. 0

(4.7) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (4.2) ist der kanonische Homomorphismus
zwischen der algebraischen und analytischen de-Rham-Kohomologie

B2 fo( @y )™ —> RP 2 (Qanjyan), P EN,
bijektiv.
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Hyperkohomologiespektralsequenz

RO, () = BP0 y)
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und der analogen Spektralsequenz auf Y2".

Fiir die anschliefenden Betrachtungen ist es zweckméflig, die in § 1 gegebene Definition des
assoziierten komplexen Raumes wie folgt zu verallgemeinern. Sei K die Kategorie derjenigen
A-Schemata X, fiir die eine offene Steinsche Uberdeckung (U;) von S so existiert, dafl X ®4
Ay, lokal von endlicher Darstellung tiber Ay, ist fir alle i. Wegen (1.2) kann man einem
solchen Schema X in natiirlicher Weise einen komplexen Raum zuordnen, den wir wieder mit
X?" bezeichnen. Die bis hierhin gewonnenen Resultate gelten mutatis mutandis auch fiir die
Schemata aus K.

Wir wollen einige einfache Falle angeben, in denen der Funktor X +— X®" mit der Bildung
von Kokernen vertraglich ist. Dabei beschrianken wir uns von vornherein auf K-Gruppoide.

Wir erinnern zunéchst an einige diesbeztigliche Definitionen, vgl. [8], Exp. V. Ein Gruppoid
ist eine Kategorie, deren Objekte eine Menge bilden und deren Morphismen Isomorphismen
sind. Sei Xy die Objektmenge und X; die Menge aller Morphismen eines Gruppoids. Man hat
dann die Abbildungen dy,d; : X1 — Xg, die einem Morphismus a — b das Ziel b bzw. die
Quelle a zuordnen, sowie die Multiplikation

dll : (Xl,dl) X Xo (Xl,do) = X1 X Xo X1 — Xl,

die einem Paar von Morphismen (b — ¢, a — b) das Produkt a — ¢ zuordnet, ferner das
,Einselement* e : Xg — X7, das einem Objekt a die Identitdt von a zuordnet, und die Symme-
trieabbildung s : X7 — X1, die einem Morphismus den inversen Morphismus zuordnet.

Sei nun C eine Kategorie mit Produkten und Faserprodukten. Ein Paar
d1
X, = <X1 = X, d’l),
do

bestehend aus Morphismen do,d; : X1 — Xo und d] : X7 xx, X1 — X; in C, heiit C-
Gruppoid, wenn gilt: Fiir jedes T € C ist Xo(T') bzw. X1(T') die Menge der Objekte bzw.
Morphismen eines Gruppoids X, (T") mit Zielabbildung do(7") und Quellabbildung d; (7). Hierbei
bezeichnet wie tiblich X (7T") die Menge Hom (7', X)) und dy(T") die durch dy induzierte Abbildung
Xl(T) — X()(T) Uusw.

In einem C-Gruppoid X, 148t sich in natiirlicher Weise ein Einselement e : Xo — X sowie
eine Symmetrieabbildung s : X; — X definieren. Ein Gruppoid X, heift eine Aquivalenzrelation
mit dem Graphen X, wenn (do,d;) : X1 — Xo x Xo ein Monomorphismus ist.

Wichtige Beispiele von C-Gruppoiden gewinnt man wie folgt aus den Gruppenoperationen.
Dabei wollen wir voraussetzen, dafl in C' beliebige, mit Faserprodukten vertrigliche, direkte
Summen und Zusammenhangskomponenten existieren. Die Gruppe G operiere auf Xy € C als
Gruppe von Automorphismen. Wir setzen

Xi=]] Xo mit X, =X firalleo €G.
oceG
i, bezeichne die kanonische Abbildung X, — X;. Die Abbildungen di, dy seien definiert durch
dy 0iy = idX,,, dpoiy, = o flir o € G. Es ist X3 X Xq X = HUJ_GGXJ’T mit XO-J- = Xy fur
alle o, 7. Die Abbildung d; werde definiert durch d} | X, = i-. Dann ist (X; = X, d}) ein
C-Gruppoid. Genau dann ist dies eine Aquivalenzrelation, wenn G fixpunktfrei operiert, d. h.
die Operation von G auf der Menge Xo(7') ist fixpunktfrei fiir alle T' € C.

Sei nun Z € K und X, = (X1 = Xo,d]) ein (K/Z)-Gruppoid. Weil man Gruppoide
durch kommutative und kartesische Diagramme charakterisieren kann, vgl. [8] (V 1), ist dann
Xoan = (Xan = Xan d*") ein Gruppoid in der Kategorie der komplexen Raume iiber Z2". Ist
X, eine Aquivalenzrelation, so auch X2, vgl. (3.1).

(4.8) Satz. Es seien Z ein Schema aus K und X, = (X7 = Xy, d}) ein (K/Z)-Gruppoid. Eine
der drei folgenden Voraussetzungen sei erfiillt:
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(1) dy ist endlich und lokalfrei und fiir jedes = € Xp ist do(d;*(z)) in einer offenen affinen
Teilmenge von X enthalten.

(2) Xp ist von endlicher Darstellung und quasiprojektiv iiber Z, d; ist von endlicher Darstel-
lung, eigentlich und flach, und (dp,d;) : X1 — Xo Xz Xp ist quasiendlich.

(3) X1 = X ist eine effektive étale Aquivalenzrelation ([20]).

Dann existiert der Kokern (Y,p) von (do,d;) in (K/Z) und (Y2",p?") ist der Kokern von
(di™, d3™) sogar in der Kategorie aller geringten Raume.

Beweis. Sei (1) erfiillt. Nach [8] (V 4.1) ist der Kokern (Y,p) von (dp,d;) in der Kategorie
aller geringten Rdume ein Z-Schema und p : Xg — Y ist ganz. Da die Situation mit flachen
Basiserweiterungen Z' — Z vertréglich ist, folgt unter Verwendung Steinscher Kompakta, daf
Y in (K/Z) liegt, und daf§ p*" : X§" — Y*" endlich und surjektiv ist. Weil Y als topologischer
Raum Quotient der durch dg, d; auf X, definierten Aquivalenzrelation ist, gilt daher die analoge
Aussage auch fiir Y?". Sei h:=pody=pods.

Oy — p*(OXo) = h*(OX1)

ist eine exakte Sequenz von quasikohérenten Oy -Algebren. Aus dieser Sequenz erhalten wir, da
Y2 — Y flach ist, die exakte Sequenz von Oyan-Algebren

Oyan — p(Ox0)™ = ha(Ox,)™

Nach (4.2) gilt p.(Ox,)*™" = pi"(Oxz») und analog fiir h. Die Behauptung folgt nun aus der
Konstruktion des Kokerns in der Kategorie der geringten Raume.

Der Beweis von (4.8) unter der Voraussetzung (2) verlduft analog. Man hat diesmal [8], (V
7.1) und (V 9), heranzuziehen.

Sei nun (3) erfiillt und (Y, p) der Kokern von (pg,p1) in der Kategorie der Schemata. Nach
[20], S. 75, ist dann p : Xy — Y étale und surjektiv und es ist X; = X xy Xy. Ferner liegt Y
in (K/Z), wie aus [13], (IV 17.7.5), folgt. Da X§" — Y ein surjektiver lokaler Isomorphismus
ist, resultiert die Behauptung beispielsweise aus [18], Folgerung 3.5. O

Aus (4.8) folgt unmittelbar

(4.9) Korollar. Sei X ein Schema aus K und G eine endliche Untergruppe von Auty X
derart, daf} jede Bahn in einer offenen affinen Teilmenge von X enthalten ist. Dann existiert
der Quotient X/G in K und es gilt

(X/G)™ = X*/G.

§5. Existenzsatz. Anwendungen

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieser Arbeit, dem Existenzsatz, welcher besagt, dafl
iiber einer Steinschen Algebra die Funktoren X ~ X3 und F — F2* Aquivalenzen liefern.

(5.1) Theorem (Existenzsatz). Sei S ein Steinscher Raum, A =I'(S, Og) und X ein tiber
Spec A projektives Schema. Dann ist der Funktor

F — Fon

eine Aquivalenz von der Kategorie der kohirenten O x-Moduln auf die Kategorie der kohérenten
Oxan-Moduln. Ferner ist die natiirliche Abbildung

Spec A +— X: X* — §
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vertriglich mit der zugehorigen Funktorbildung, d. h. der Funktor X — X" ist eine Aquivalenz
von der Kategorie der iiber Spec A projektiven Schemata auf die Kategorie der iiber .S projektiven
komplexen Réume.

Der Beweis dieses Satzes wird iiber mehrere Schritte und Hilfssdtze gefiihrt. Wir beweisen
zundchst die Aussage fir X = P7,.

(5.2) Hilfssatz. Sei S ein Steinscher Raum, A =TI'(S,Og) und r > 0. Dann ist der Funktor
F— F

von der Kategorie der kohérenten Opr, -Moduln in die Kategorie der kohérenten O(Pz yan-Moduln
volltreu.

Beweis. Seien F, G kohérente Opr -Moduln. Wir haben zu zeigen, da die natiirliche Abbildung
Homopz1 (F,G) — Hom@(ﬂyg)em (F, gan)

bijektiv ist. Es ist
Homopg (F,G) =T(P, #Zom(F,G))

und entsprechend
Homo,, o (F*, G*) = T((PY)™, Hom(F*", G™)).
Wegen Som(F,G)™ = AHom(F>,G*) (vel. [13], (1 9.4.6)) und (4.6) gilt
L(Py, #om(F,G)) =T(S, mom(F,G)) = T(S, 72" Hom(F*",G*"))

= D((P}y)™, Aom(F™*, G*)),

wobei 7 : P’y — Spec A die Strukturabbildung bezeichnet. Damit ist die Behauptung bewiesen.
O

(5.3) Hilfssatz. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S,0g), r > 0 und G ein kohérenter
O(PTA)an—MOdul. Dann existiert ein kohérenter Opr, -Modul F mit 7" = g.

Beweis. Wir verwenden die Twistgarben O(n) auf P’ bzw. (P’})*". Nach dem Verschwin-
dungssatz von Cartan-Serre [9], Théoreme B, und der Endlichkeit der héheren direkten Bilder
[10] gilt: Es existiert ng > 0 derart, daB fiir alle n > ng gilt:

(i) Rome(G(n)) = O fiir g > 1;
(ii) 72"(G(n)) ist ein kohérenter Og-Modul,
(iii) G(n) wird von globalen Schnitten erzeugt.
Sei n > ng fest. Dann existieren ganze Zahlen N, M > 0 und eine exakte Sequenz
O@ryen (=) — Oryon (—n)¥ — G — 0.

Diese Sequenz wird nach (5.2) durch eine entsprechende exakte Sequenz von Opr-Moduln
induziert. Sei F deren Kokern. Dann gilt 72" = G.

Genauer: Wegen der Globalerzeugtheit existiert eine surjektive Abbildung O(pz )an(—n) —
G — 0. Der Kern ist wieder kohédrent, und nach Iteration des Arguments erhalten wir die
genannte Sequenz. Da der Funktor F +— F?" exakt ist, folgt aus der Konstruktion /2" = G.[J

N



Ezistenzsatz. Anwendungen 20

Aus (5.2) und (5.3) ergibt sich der Existenzsatz fir X = P:
(5.4) Korollar. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S, Og) und r > 0. Dann ist der Funktor

F — F

eine Aquivalenz von der Kategorie der kohirenten Opr,-Moduln auf die Kategorie der kohérenten
(’)(P;‘)an—l\/{oduln.
Wir beweisen nun den Existenzsatz fiir beliebige projektive Schemata tiber Spec A.
(5.5) Beweis von (5.1). Sei X projektiv iiber Spec A, also X — P, eine abgeschlossene
Immersion fiir ein geeignetes r. Dann ist auch X*" < (P7,)*" eine abgeschlossene Immersion.
Volltreuheit: Seien F,G kohédrente Ox-Moduln. Wir betrachten sie via i, als kohérente
Opr,-Moduln (wobei i : X — P7). Es ist

Homo, (F,G) = Homo,, (i F,ixG).

Nach (5.2) gilt
HomO]PT (i*fv Z*g) = HomO(JP’T )an ((i*‘F)anv (i*g)an).
A A

Da (i+F)*" = 3" (F*") nach (4.2), folgt die Volltreuheit.

Wesentliche Surjektivitit: Sei G ein kohérenter Oxan-Modul. Setze G’ = 2"G; dies ist ein
kohdrenter O(pr, jan-Modul. Nach (5.3) existiert ein kohdrenter Opr,-Modul 7" mit (F')*" = G".
Sei a C Opr, das Idealgarbe von X, a®" entsprechend. Aus a®G’ = 0 folgt mittels (5.2), daB
aF’ = 0, also faktorisiert F’ iiber Ox, d.h. F' = i, F fiir einen kohirenten Ox-Modul F. Es
folgt Fo" = G.

Schemata-Aquivalenz: Sei nun Y — S ein iiber S projektiver komplexer Raum. Dann ex-
istiert eine abgeschlossene Immersion Y < (IP;)*" iiber S. Sei a C O(pr,)an deren Idealgarbe.
Nach (5.4) existiert ein kohérenter Opr-Modul F mit F" = Oy, yon /a. Da F Quotient von
O[[Dz ist, hat F die Form O[p:z /b mit einem kohérenten Ideal b C OPZ ; sei X — P} das durch
b definierte abgeschlossene Unterschema. Es ist X € (K/Z) iiber S und X*" = Y. Die Voll-
treuheit fiir Schemata folgt aus der Volltreuheit fiir kohdrente Moduln, indem man O x-Algebren
(insbesondere die Strukturgarben weiterer Schemata) als kohérente Moduln auffafit. O
(5.6) Korollar. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S,Og), X ein iiber Spec A projektives
Schema und F ein kohérenter Ox-Modul. Dann ist der natiirliche Homomorphismus

HP(X, F) —s HP(X™, F")

fir jedes p > 0 ein Isomorphismus von A-Moduln, und HP(X, F) ist ein kohérenter Og-Modul.
Beweis. Folgt aus (4.6), (5.1) und der Endlichkeitsaussage [10]. O
(5.7) Bemerkung. Im Spezialfall S = {x}, also A = C, ist (5.1) gerade der klassische GAGA-
Satz von J.-P. Serre [22].

Wir wollen nun den Existenzsatz auf den Fall eigentlicher Morphismen ausdehnen. Dazu
benétigen wir den folgenden Hilfssatz, welcher den Ubergang vom projektiven zum eigentlichen
Fall gestattet (vgl. [13], (IT 5.3.4)).

(5.8) Hilfssatz (Chow-Lemma). Sei S ein noetherscher Steinscher Raum, A = I'(S, Og)
und X ein iiber Spec A eigentliches Schema von endlicher Darstellung. Dann existieren ein {iber
Spec A projektives Schema X’ und ein surjektiver, eigentlicher A-Morphismus f : X' — X
derart, daf3 f {iber einer dichten offenen Teilmenge von X ein Isomorphismus ist.

Beweis. Anwendung des klassischen Chow-Lemmas [13], (II 5.6.1), auf X — Spec A. O

(5.9) Theorem. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S, Og) und X ein iiber Spec A eigentliches
Schema von endlicher Darstellung. Dann ist der Funktor

F — Fon
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eine Aquivalenz von der Kategorie der kohirenten O x-Moduln auf die Kategorie der kohérenten
O xan-Moduln.

Beweis. Volltreuheit: Seien F,G kohédrente Ox-Moduln. Wegen der Reduktion tiber die Hom-
Garbe geniigt zu zeigen: Fiir jeden kohédrenten Ox-Modul H ist

F(X7 H) — F<Xan7 Han)
bijektiv. Sei m : X — Spec A die Strukturabbildung. Es ist
I'(X,H) =T(Spec A, mH) = T(S, (mH)™™).

Nach (4.6) gilt (m,H)* = 722(H*), und der Beweis von (4.6) gilt unter der Eigentlichkeitsvo-
raussetzung auch in diesem Falle, da man dabei [13], (III 4.1.5), bzw. [10] heranzieht.

Wesentliche Surjektivitit: Sei G ein kohdrenter Oxan-Modul. Wir wenden Chow (5.8) an:
Es existieren X’ — Spec A projektiv und f : X’ — X surjektiv eigentlich, A-Morphismus,
generisch isomorph. Dann ist G’ := f**G ein kohédrenter O x/an-Modul; nach (5.1) gibt es einen
kohérenten Ox/-Modul F' mit (F')** =2 g’

Wir bilden nun f2*G’ und f.F’. Beide sind kohérent (vgl. [10] bzw. (5.6)) und es gilt
(feF )2 = fang’. Mittels Standardargumenten (vgl. [22], n°17, oder [11]) konstruiert man
einen kohérenten Ox-Modul F mit F?" =2 G. Im Detail: Man betrachtet die Spektralsequenz
von f, verwendet die Volltreuheit auf X’ und X’ x x X'/, und identifiziert F als Differenzkern.
Damit ist (5.9) bewiesen. O

(5.10) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (5.9) ist die Funktor X ~ X3 eine Aquiv-
alenz von der Kategorie der iiber Spec A eigentlichen Schemata von endlicher Darstellung auf
die Kategorie der iiber S eigentlichen komplexen Radume mit der entsprechenden Endlichkeits-
bedingung.

Beweis. Volltreuheit folgt wie in (5.5) aus der Volltreuheit auf kohérenten Moduln. Wesentliche
Surjektivitat: Fir Y — S eigentlich existiert nach Chow eine Modifikation Y/ — Y mit Y’
projektiv, und dann argumentiert man wie in (5.9). O

(5.11) Anwendung (Vergleichssatz fiir die de Rham-Kohomologie). Sei S ein Stein-
scher Raum, A = T'(S,0g) und X ein glattes, eigentliches Schema von endlicher Darstellung
iiber Spec A. Dann induziert der Vergleichsfunktor einen Isomorphismus

HP(X,Q%/4) — HP(X™, Q%an /)
fir alle p > 0.
Beweis. Der Komplex Q% /A besteht aus kohédrenten Ox-Moduln (lokal frei vom endlichen
Rang), und es gilt (QAI;(/ ) = 0% s+ Der Isomorphismus folgt nun aus (5.6) und der
Hyperkohomologie-Spektralsequenz. O

(5.12) Anwendung (Divisorenklassengruppen). Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S, Og)
und X ein iiber Spec A eigentliches, normales Schema von endlicher Darstellung. Dann induziert
der Funktor F — F?" einen Isomorphismus

Pic(X) — Pic(X™").

Insbesondere stimmen fiir eine analytische Algebra A mit normalem Spec A die analytische und
algebraische Divisorenklassengruppe iiberein (vgl. [5]).

Beweis. Der Funktor F ~ F28 ist nach (5.9) eine Aquivalenz auf kohirenten Moduln, also
insbesondere auf invertierbaren Garben. Da 0% — O%.n unter dieser Aquivalenz Linienbiindel
auf Linienbiindel abbildet, folgt die Behauptung. O

(5.13) Bemerkung. Die Aussagen (5.1), (5.6), (5.9) gelten geméfl einem Argument von A.
Grothendieck auch fiir allgemeinere kompakte Garben, sofern man die geeigneten Endlichkeits-
und Verschwindungssitze zur Verfiigung hat. Vgl. hierzu auch [14].
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§ 6. Modulrdume

In diesem Paragraphen wenden wir die Existenz- und Vergleichsséitze auf Modulprobleme {iber
einem Steinschen Basisraum an. Wir betrachten zwei wichtige Funktoren: den Hilbertfunktor
und den Picardfunktor.

(6.1) Hilbertfunktor. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S,0g) und X — Spec A ein
projektives Schema. Fiir jedes S-Schema T' € (K/S) sei

Hilbx/a(T) ={Z C X xa T | Z — T flach, eigentlich, endliche Darstellung}.

Beztiglich T liefert dies einen kontravarianten Funktor von (K/S) in die Kategorie der Mengen.

Entsprechend definiert man fiir eine Familie kohdrenter Garben den Hilbertfunktor in der
analytischen Kategorie: Fiir einen {iber S projektiven komplexen Raum X*' — S und einen
komplexen Raum T" — S ist

Hilb xan/g(T) = {Z C X* x5 T | Z — T flach, eigentlich}.

Aus der Existenz des klassischen Hilbertfunktors iber Schemata (Grothendieck [12]) und
dem Existenzsatz (5.10) erhalten wir:
(6.1.1) Satz. Sei S ein Steinscher Raum, A = T'(S,Og) und X — Spec A ein projektives
Schema. Dann existiert der Hilbertfunktor Hilby,4 als S-Schema, lokal endlicher Darstellung,
in (K/S). Sein Analytisierter Hilb%' 4 ist ein Modulraum fiir Hilbxan /5 in der Kategorie der
komplexen Raume iber S.

Beweis. Existenz folgt aus [12], Théoreme 3.1, angewandt auf X — Spec A. Die Modulraumeigen-
schaft im analytischen Sinne folgt aus (5.10): jede flache eigentliche Familie Z C X?" xg T
kommt von einer eindeutig bestimmten algebraischen Familie iiber 7', und diese korrespondiert
mit einem eindeutig bestimmten 7-Punkt von Hilbx/ 4. ([

(6.2) Picardfunktor. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S,Og) und X — Spec A ein
eigentliches, glattes Schema von endlicher Darstellung mit zusammenhéngenden Fasern. Wir
definieren den (relativen) Picardfunktor

Picx,a(T) = Pic(X x4 T)/ Pic(T)

fir T e (K/S). Mit der Etale-Garbifizierung wird daraus ein verntinftiger Funktor.

(6.2.1) Satz. Sei S ein Steinscher Raum, A = I'(S,O0g) und X — Spec A projektiv und
glatt mit zusammenhdngenden Fasern. Dann existiert der Picardfunktor Picx,4 als ein lokal
endliches (K/S)-Schema, und Pic% , ist ein analytischer Picardfunktor von X*"/S.

Beweis. Existenz im algebraischen Fall: Klassisches Resultat von A. Grothendieck und H.
Mumford [12]. Die analytische Modulraumeigenschaft folgt aus (5.12) bei der Faser-fiir-Faser-
Argumentation. (]

(6.2.2) Bemerkung. Die obige Konstruktion liefert insbesondere einen analytischen Picard-
funktor Picyan /g, dessen Existenz im rein analytischen Rahmen erst von H. Grauert nicht-trivial
bewiesen wurde. Hier erhalten wir sie direkt aus der algebraischen Konstruktion via Existen-
zsatz.

§ 7. Der relative Riemannsche Existenzsatz

In diesem letzten Paragraphen geben wir eine relative Version des klassischen Riemannschen
Existenzsatzes an. Sie besagt im wesentlichen, daf jede endliche, étale Uberlagerung eines
Schemas der Form X2" algebraisch ist, sofern X {iber einer Steinschen Algebra eigentlich ist.

(7.1) Theorem (Relativer Riemannscher Existenzsatz). Sei S ein Steinscher Raum,
A=T(5,0g) und X € (K/S) eigentlich iiber Spec A und von endlicher Darstellung. Dann ist
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der Funktor Y + Y eine Aquivalenz von der Kategorie der endlichen, étalen X-Schemata auf
die Kategorie der endlichen, étalen X*"-R&ume.

Beweis. Endliche X-Schemata sind affin iiber X, also von der Form SpecA fiir eine endliche
Ox-Algebra A, und entsprechend in der analytischen Kategorie. Nach (5.9) ist der Funktor
A — A eine Aquivalenz auf kohérenten Algebren. Etalheit ist dabei eine offene Bedingung,
die unter dem Vergleichsfunktor erhalten bleibt (vgl. (3.1)). O

(7.2) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (7.1) liefert die Spezialisierung Y +— Y?"
einen Isomorphismus der étalen Fundamentalgruppen

X, &) = (X 7).
Beweis. Aus (7.1) und der allgemeinen Theorie der Fundamentalgruppen. U

(7.3) Korollar (Klassischer Fall). Sei X ein eigentliches komplex-analytisches algebraisches
Schema (im Sinne von Serre [22]), z. B. ein eigentliches Schema von endlicher Darstellung tiber
C. Dann ist jede endliche étale Uberlagerung von X" algebraisierbar.

Beweis. Spezialfall S = {x}, A= C von (7.1). O

(7.4) Bemerkung. Die Forderung der Eigentlichkeit ist im allgemeinen unverzichtbar; ohne
sie gilt die Aussage von (7.1) auch im klassischen Fall nicht (man denke an die Exponentialiiber-
lagerung C — C*).

(7.5) Anwendung. Sei S ein Steinscher Raum und X — S eine eigentliche, glatte Familie
projektiver C-Schemata mit zusammenhéngenden Fasern. Dann liefert (7.1) eine algebrais-
che Beschreibung der Familie der étalen Fundamentalgruppen m(Xs) in s € S. Dies ergibt
insbesondere eine algebraische Konstruktion gewisser Modulriume von Uberlagerungen.

(7.6) Bemerkung. Eine analoge Aussage fiir nicht-endliche, jedoch lokal-konstante Biindel
(etwa lokale Systeme komplexer Vektorrdume) ist falsch: die Riemann-Hilbert-Korrespondenz
ist im allgemeinen nicht algebraisch. Hier mufl man Differentialgleichungen mit reguldren Sin-
gularitdten heranziehen, vgl. Deligne [4].

(7.7) SchluBBbemerkung. Die in §§5-7 entwickelten Vergleichs- und Existenzsitze stellen
eine umfassende Theorie der Schemata iiber Steinschen Algebren bereit, welche es gestattet,
in zahlreichen Situationen die elementaren algebraisch-geometrischen Methoden direkt in der
analytischen Geometrie anzuwenden. Insbesondere erhilt man so neue Beweise klassischer Sétze
(Vergleichssatz fiir die Kohomologie, Vergleichssatz fiir die Picardgruppe, relativer Riemannscher
Existenzsatz) sowie Algebraisierungsergebnisse, die auf rein analytischem Wege bisher nicht
oder nur mit erheblichem Aufwand zugénglich waren.
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